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Abstract

Nous montrons d’abord qu’il existe en mécanique classique trois actions différentes et que
I'interprétation de ces trois actions permet de donner une réponse a deux grands problemes de
mécanique classique : linterprétation du principe de moindre action et le paradoxe de Gibbs. Ces
trois actions correspondent & des conditions initiales différentes: il s’agit de deux actions bien con-
nues, I'action classique d’Euler-Lagrange S (x,t;x0) qui relie une particule de position initiale xg
a sa position x a Uinstant t, 'action d’Hamilton-Jacobi S(x,t) qui relie une famille de particules
d’action initiale Sy(x) a leurs différentes positions x a l'instant t, et une nouvelle action que nous
introduisons, 'action singuliére S(x,t;xg, vo) qui relie une particule de position initiale x¢ et de
vitesse initiale vy a sa position x a 'instant t.

L’interprétation du principe de moindre action est résolue en étudiant la différence existant entre
I’action d’Hamilton-Jacobi et I’action d’Euler-Lagrange. L’action d’Hamilton-Jacobi est un champ.
On montre que ce champ « pilote » la particule car la vitesse d’une particule en x & l'instant t est
donné par le gradient de Iaction v(x,t) = V.S(x,t)/m ot m est la masse de la particule. L’action
d’Euler-Lagrange est ’action utilisée par un observateur pour déterminer a posteriori la trajectoire
de la particule et sa vitesse initiale. On peut donc considérer I’action d’Euler-Lagrange comme une
action épistémique et 'action d’Hamilton-Jacobi comme ’action ontologique.

Le paradoxe de Gibbs peut étre résolu en mécanique classique si on sort du postulat habituel sur
la discernabilité des particules classiques comme de trés nombreux auteurs, comme Greiner, ’ont
demandé: des particules indiscernées vérifiant les équations d’Hamilton-Jacobi statistiques et des
particules discernées vérifiant les équations singuliéres d’Hamilton-Jacobi.

Nous montrouns ensuite qu’il existe deux limites de I’équation de Schrédinger, quand on fait ten-
dre la constante de Planck vers 0. Si la densité initiale est réguliére, la densité et 'action quantique
convergent vers la densité et I'action de particules classiques indiscernées vérifiant les équations
statistiques d’Hamilton-Jacobi. Dans ce cas, l'interprétation de ’onde pilote de DeBroglie-Bohm
devient naturelle. Si la densité initiale est singuliére, 'action quantique converge vers l’action
singuliére d’une particule classique discernée vérifiant les équations singuliéres d’Hamilton-Jacobi.
Dans ce cas, Uinterprétation soliton proposée par Schrodinger en 1927 devient naturelle. Ces ré-
sultats sont la base de la théorie de la double interprétation de la mécanique quantique que nous

proposons.



First, we show that there exist in classical mechanics three different actions and that, through
the interpretation of these three actions, we can provide solutions to two major problems: the
interpretation of the least action principle and the Gibbs paradox. These three actions correspond
to different boundary conditions: two well-known actions, the Euler-Lagrange action S (x,t;X0),
which links a particle in this initial position xg to its position x at time t, the Hamilton-Jacobi
action S(x,t), which links a family of particles of initial action Sp(x) to their various positions x at
time t, and a new action, the singular action S(x,¢;xg, vo), which links a particle in initial position
xo and initial velocity vq to its position x at time t.

The interpretation of the least action principle is solved by studying the difference between the
Hamilton-Jacobi action and the FEuler-Lagrange action. The Hamilton-Jacobi action is a field. We
show that this field "pilots" the particle because the velocity of a particle at x at time t is given
by the gradient of the Hamilton-Jacobi action v(x,t) = VS(x,t)/m where m is the mass of the
particle. The Fuler-Lagrange action is the action used by an observer to determine a posteriori
the trajectory of the particle and its initial velocity. We can therefore consider the Euler-Lagrange
action as an epistemic action and the Hamilton-Jacobi action as the ontological action.

The Gibbs paradox can be solved in classical mechanics if one abandons the usual assumptions
on the discernibility of classical particles as very many authors such as Greiner, have recommended:
non-discerned particles satisfying the Hamilton-Jacobi statistics equations and discerned particles
satisfying the singular Hamilton-Jacobi equations.

We then show that there are two limits of the Schrodinger equation, when the Planck constant
tends to 0. If the initial density is regular, quantum density and quantum action converge to the
density and the action of non-discerned classical particles satisfying Hamilton-Jacobi statistical
equations. In this case, the interpretation of the de Broglie-Bohm pilot wave becomes natural. If
the initial density is singular, quantum action converges to the action of a discerned classical particle
satisfying Hamilton-Jacobi singular equations. In this case, the soliton interpretation proposed by
Schrodinger in 1927 becomes natural. These results are the foundation of the double interpretation

theory of quantum mechanics that we propose.



I. INTRODUCTION

Le débat si intense qui a lieu depuis plus de 80 ans sur l'interprétation de la fonction
d’onde de la mécanique quantique a laissé dans 'ombre le débat sur l'interprétation de
I’action et du principe de moindre action en mécanique classique, depuis leur introduction
en 1744 par Pierre-Louis Moreau de Maupertuis (1698-1759)":

" L’Action est proportionnelle au produit de la masse par la vitesse et par l’espace; Main-
tenant, voici ce principe, st sage, si digne de ’Etre Supréme: Lorsqu’il arrive quelque change-
ment dans la Nature, la quantité d’Action employée pour ce changement est toujours la plus
petite qu’il soit possible. "

Maupertuis avait compris que, sous certaines conditions, les équations de Newton sont
équivalentes au fait qu’une quantité, qu’il appelle 'action, soit minimale. Ce principe de
moindre action est le principe le plus puissant a notre disposition pour découvrir les lois
de la nature. Il permet de déterminer sous la méme approche aussi bien les équations du
mouvement des particules(si on minimise sur les trajectoires) que les lois de la nature (si on
minimise sur les paramétres définissant les champs).

Cependant, pour les trajectoires de particules, ce principe embarasse un grand nombre de
scientifiques comme le rappelle Henri Poincaré, pourtant I'un de ses grands utilisateurs®3:

"L’énoncé méme du principe de moindre action a quelque chose de choquant pour ’esprit.
Pour se rendre d’un point a un autre, une molécule matérielle, soustraite a l’action de toute
force, mais assujettie & se mouvoir sur une surface, prendra la ligne géodésique, c’est-a-
dire le chemin le plus court. Cette molécule semble connaitre le point ot on veut la mener,
prévoir le temps qu’elle mettra a 'alteindre en suivant tel et tel chemin, et choisir ensuite le
chemin le plus convenable. L’énoncé nous la présente pour ainsi dire comme un étre animé
et libre; 1l est clair qu’il vaudrait mieux le remplacer par un énoncé moins choquant, et
ou, comme diratent les philosophes, les causes finales ne sembleraient pas se substituer aux
causes efficientes."”

Nous allons voir, dans les paragraphes 2, 3 et 4, que les difficultés d’interprétation de
Iaction sur les causes finales et les causes efficientes proviennent de l'existence de deux ac-
tions différentes: I’action classique (ou d’Euler-Lagrange) S (x, ¢;xo) qui relie une particule
de position initiale xq & sa position x a l'instant t, et ’action d’Hamilton-Jacobi S(x,t) qui

relie une famille de particules d’action initiale Sp(x) & leurs différentes positions x a l'instant



L’interprétation du principe de moindre action est résolue en étudiant la différence exis-
tant entre l'action d’Hamilton-Jacobi et I'action d’Euler-Lagrange. Mathematiquement, la

relation fondamentale qui les lie s’écrit:
S(x,t) = min(Sy (Xo) + Sa(x,t;X0)). (1)
X0

ol le minimum est pris sur ’ensemble des positions initiales xq. Cette équation est 'analogue
en mécanique classique de I'intégrale de chemin de Feynman qui relie en mécanique quantique
la fonction d’onde a 'action classique. C’est une intégrale dans ’analyse Minplus que nous
avons introduit en 1996, et que nous appelons [intégrale de chemin Minplus. Elle va avoir un
role déterminant dans ’étude de la convergence de la mécanique quantique vers la mécanique
classique. Les actions d’Hamilton-Jacobi et d’Euler-Lagrange vérifient toutes les deux les
équations d’Hamilton-Jacobi, mais avec des conditions initiales trés différentes: réguliéres
pour I'action d’Hamilton-Jacobi, singuliéres pour 'action d’Euler-Lagrange (paragraphe 4).
On rappelle que 'action d’Hamilton-Jacobi est un champ qui « pilote » la particule au
moyen du champ de vitesse:

v(x,t) = VS(x,t)/m (2)

ou m est la masse de la particule.

On montre alors que 'on peut répondre clairement & l'interrogation de Poincaré : la
véritable action qui a une interprétation physique et qui n’utilise pas les causes finales dans
le principe de moindre action est ’action d’Hamilton-Jacobi (paragraphe 2); Paction d’Euler-
Lagrange qui utilise les causes finales n’est pas I'action physique, mais I'action utilisée par
un observateur pour déterminer a posteriori la trajectoire de la particule et sa vitesse initiale
(paragraphe 3).

A ce probléme sur le principe de moindre action s’ajoute en mécanique classique le para-
doxe de Gibbs*: Lorsqu’on calcule l’entropie d’un mélange de deuw gaz identiques en équili-
bre, le calcul par la mécanique classique avec des particules discernables conduit & une en-
tropie double de celle que l'on attend. Si l'on remplace ces particules par des particules
indiscernables, alors le facteur lié a lindiscernabilité conduit au bon résultat. On consid-
ére habituellement, dans presque tous les cours de mécanique statistique, que ce paradoxe,
énoncé par Gibbs dés 1889, n’a été " résolu " qu’avec la mécanique quantique plus de 35 ans

plus tard, grace a 'introduction du postulat d’indiscernabilité pour les particules quantiques



identiques. C’est en effet Einstein qui introduit en 1924 I'indiscernabilité des molécules d'un
gaz parfait, en méme temps que la statistique de Bose-Einstein. Mais, comme le fait remar-
quer Henri Bacry (Bacry 1992, p.129)5, "le déroulement historique aurast pu étre différent.
En effet, en toute logique, on aurait pu postuler le principe d’indiscernabilité pour sauver le
paradoxe de Gibbs... ce principe peut étre adjoint ausst bien a ’ensemble des postulats de la
mécanique quantique qu’a celui de la mécanique classique”.

Cette remarque de Bacry a été faite par un trés grand nombre d’auteurs (Landé 1965,
p.68)5, Leinaas et Myrheim (Leinaas 1976)7. Cependant, comme le note Greiner dans son
cours de mécanique statistique (Greiner 1999, p.151-152)8, la solution n’est pas si simple car
il y a des cas ou il faut considérer les particules classiques comme indiscernables et d’autres
cas ol il faut les considérer comme discernables:

" Le facteur correctif de Gibbs est par conséquent effectivement la bonne recette pour
éviter le paradoze de Gibbs. Dorénavant nous tiendrons toujours compte du facteur cor-
rectif de Gibbs lorsque nous compterons les états microscopiques pour des états indiscern-
ables. Soulignons cependant que ce facteur n’est qu’une recette pour éviter les contradictions
de la mécanique statistique classique. Dans le cas d’objets discernables (par exemple, des
atomes qui se trouvent en certains points d’une maille) le facteur de Gibbs ne doit pas étre
ajouté. Dans la théorie classique les particules restent discernables. Nous rencontrerons
encore fréquemment cette inconsistance en mécanique classique."

Cependant, les définitions actuelles des livres de cours - par exemple celles de Basde-
vant et Dalibard®: "en mécanique classique, deux particules dans un systéme sont toujours
discernables" et "en mécanique quantique, deux particules identiques sont indiscernables"
- ne répondent pas aux problémes concrets posés par Greiner et al®. tant en mécanique
statistique classique qu’en mécanique statistique quantique.

En proposant une définition de la discernabilité et de l'indiscernabilité en mécanique
classique, nous montrons comment il est possible de sortir des ambiguités et en particulier
du paradoxe de Gibbs. C’est I'objet du paragraphe 5 ot nous introduisons les particules
indiscernées vérifiant les équations d’Hamilton-Jacobi statistiques et du paragraphe 6 oli nous
introduisons les particules discernées vérifiant les équations singuliéres d’Hamilton-Jacobi.

Dans une seconde partie, paragraphes 7, 8 et 9, nous étudions la convergence de la
mécanique quantique vers la mécanique classique lorsque 'on fait tendre la constante de

Planck vers 0. Nous montrons qu’il existe deux limites de 1’équation de Schrodinger. Si la



densité initiale est réguliére, la densité et ’action quantique convergent vers la densité et
I’action de particules classiques indiscernées vérifiant les équations statistiques d’Hamilton-
Jacobi. Dans ce cas, 'interprétation de 'onde pilote de DeBroglie-Bohm devient naturelle.
Si la densité initiale est singuliére, 'action quantique converge vers ’action singuliére d’une
particule classique discernée vérifiant les équations singuliéres d’Hamilton-Jacobi. Dans ce
cas, 'interprétation soliton proposée par Schrodinger en 1927 devient naturelle. Ces résultats
sont la base de la théorie de la double interprétation de la mécanique quantique que nous

proposons.

II. I’ACTION D’EULER-LAGRANGE

Considérons I’évolution d'un systéme évoluant de la position xq a 'instant initial vers la

position x a linstant t on la variable de commande u(s) est la vitesse:

d};is) =u(s) pour s € [0,1] (3)
x(0) =%, x(t) =x. (4)

Si L(x,x%,t) est le lagrangien du systéme, quand les deux positions x, et x sont données,
Uaction d’Euler-Lagrange Sq(X,t;%0) est la fonction définie par:

Su(x,t:%0) = min { /0 " Lx(s),u(s), s)ds} (5)

u(s),0<s<t

ou le minimum (ou plus généralement 'extremum) de (5) est pris sur les commandes u(s),
s € [0,¢t], 'évolution de l'état x(s) étant donnée par les équations d’évolution (3) (4). C’est
le principe de moindre action définie par Euler'® en 1744 et Lagrange!! en 1755.

La solution (u(s),x(s)) de (5), si le lagrangien L(x, X, t) est deux fois différentiable, vérifie

les équations d’Fuler-Lagrange:

0O (x(s), %(5),8) — 92 (x(3), X(3),5) =0 pour s € 0.1 (6)

x(0) =x0, x(t) =x. (7)

On rappelle que ces équations ne sont que des conditions nécessaires d’optimalité. Pour une

particule non relativiste dans un champ de potentiel linéaire avec le lagrangien L(x,x,t) =

imx® + K.x, Déquation (6) donne “(mx(s)) — K = 0. Nous obtenons successivement



i(s) = vy + %5, X(s) = xo + vos + %32. La vitesse initiale vy est obtenue en faisant
x(t) = x (equation (7)) dans la derniére équation. Finalement, la trajectoire optimisant

l'action est
_ s K K,
pu— —_— —_— —_ _t R
X(s) =xo + t(X Xo) 57t + oS

(8)

et I'action d’Euler-Lagrange est égale a

(=) | Kx+xo), K4 )

txg) =
Sa(x,1:%0) = m—0p, 9 24m

La figure 1 montre différentes trajectoires allant de x; au temps ¢ = 0 & x au temps final

t. La trajectoire parabolique X(s) correspond a celle qui réalise le minimum dans 1’équation

(5)-

X A

0 }

FIG. 1: Différentes trajectoires z(s) (0 < s < t) entre (z9,0) et (z,t), et la trajectoire optimale

x—x9 _ Kt

z(s) avec vo = *5 S

L’équation (5) semble montrer que, parmi les trajectoires qui arrivent a (x,t) a partir de
la position initiale xq, le principe de moindre action permet de choisir la vitesse & chaque
instant. En réalité, le principe de moindre action utilisé dans I’équation (5) ne choisit
pas la vitesse & chaque instant s entre 0 et ¢, mais seulement quand la particule arrive en
x & l'instant ¢. La connaisance de la vitesse a chaque instant s (0 < s < t) requiet la
résolution des équations d’Euler-Lagrange (6,7) sur la trajectoire entiére. Dans le cas d'une

particule non relativiste dans un potentiel linéaire, la vitesse a U'instant s (0 < s < t) est



V(s) = 220 — KL 4 Bs yyec pour vitesse initiale

~ X —Xp Kt
Vo = - —.
0 t 2m

(10)

On en déduit que la vitesse initiale vy dépend de la position x de la particule & l'instant
final . Cette dépendance des "causes finales" est générale. C’est la principale critique de
Poincaré sur le principe de moindre action: "Cette molécule semble connaitre le point ot on
veut la mener, prévoir le temps qu’elle mettra a atteindre en suivant tel et tel chemin, et
choisir ensuite le chemin le plus convenable."

Nous devons donc conclure que, sans connaissance de la vitesse initiale, 'action d’ Euler-
Lagrange répond & un probléme posé par un observateur, et non par la Nature:" Quel doit
étre la vitesse de la particule a linstant initial pour atteindre x© au temps t?" La résolution
de ce probléme implique que I'observateur résolve les équations d’Euler-Lagrange (6,7) aprés

I’observation de x au temps ¢t. C’est un point de vue a posteriori.

III. IL’ACTION D’HAMILTON-JACOBI

Considérons maintenant qu’une action initiale Sp(x) est donnée, alors [’action

d’Hamilton-Jacobi S(x,t) est la fonction définie par:

t
S(x,t) = xo;ug&(r)lgsﬁ {SO (x0) +/0 L(x(s),u(s), s)ds} (11)
ou le minimum (et plus généralement I'extremum) de (11) est pris sur toutes les positions
initiales x et sur les commandes u(s), s € [0, ], '’évolution de I'état x(s) étant donnée par
les équations d’évolution (3) (4).

Comme le terme Sy(x¢) n’intervient pas dans (11) pour la minimisation (ou 'extremum)
sur u(s), on en déduit que l'action d’Hamilton-Jacobi peut s’écrire a partir de I'action
d’Euler-Lagrange:

S(x,t) = H;%)H(SO (%0) + Sea(x,t;%0)).- (12)

Cette équation est une généralisation de la formule de Hopf-Lax'?* S(x,t) =

ming, (So (Xx0) + m%) qui correspond au cas particulier ou il n’y a pas de potentiel

(X_XO)Z.

et donc a une action d’Euler-Lagrange égale a m=—;

Pour une particule dans un potentiel linéaire V(x) = —K.x avec comme action initiale

So(x) = mvy - x, nous déduisons des équations (12) et (9) que laction d’Hamilton-Jacobi

9



est égale a:

1 1 Kt
S (x,t) =mvy-x — §mvgt + K.xt — §K.V0t2 i

La figure 2 montre les trajectoires classiques (paraboles décrites par 1’équation (8)) par-

(13)

tant de différents points x} au temps ¢ = 0 et arrivant au point x au temps final ¢. L action

d’Hamilton-Jacobi (13) est calculée & partir de ces trajectoires.

FIG. 2: Trajectoires classiques X(s) (0 < s < t) entre les différentes positions initiales x{ et la

x—x} Kt
t 2m*

position x au temps ¢. Notons les différentes vitesses initiales v, =

Lorsque P'action d’Hamilton-Jacobi S(x,t) définie par (11) existe, elle vérifie I’équation
d’optimalité:
t t t
S(x,t) = min {S(x—/ u(s)ds,t) —|—/ L(X—/ u(w)dw,u(s),s)ds}. (14)
u(s)t—dt<s<t t—dt t—dt s
Si on suppose S différentiable en x et t, L différentiable en x, u et t et u(¢) continue,

I'équation (14) devient:

0 = min {—g—i (x,t)u(t)dt — g—f (x,t) dt + L(x,u(t), t)dt + o (dt)} (15)

c’est & dire en divisant par dt et en faisant tendre dt vers 0T,

oS . oS
5t (x,t) = min {L(x, u,t) — u (X,t)}

Soit:

oS oS
E (Xat) + H(X> a_X’t) =0

10



ou H(x,p,t) est la transformée de Fenchel-Legendre par rapport a u de L(x,u,t).
On rappelle qu’a toute fonction convexe f(u) : u € R" — R on peut associer sa transfor-

-~

mée de Fenchel-Legendre f(r):r € R" — R définie par:

f(r) = max(r - u— f(u)). (16)

ucR”

THEOREM 1 - 5@ laction d’Hamilton-Jacobi est assez réguliére, elle vérifie les équations
d’Hamilton-Jacobi:

0S oS n "
EJFH(X’a_x’t)_O V(x,t) e R" xR (17)
S (x,0) = S (x) Vx € R" (18)

Dans le cas d’une particule non relativiste dans un champ de potentiel V(x,t), on a
L(x,%,t) = imx? — V(x,t) , dou H(x,VS,t) = max(w.VS — Tmu® + V(x,t)), et donc a

Poptimum mu = VS. On en déduit H(x,VS) = o= (VS)? +V(x,1) et le théoréme suivant:

THEOREM 2 - La vitesse d’une particule classique non relativiste dans un champ de

potentiel est donnée en chaque point (x,t) par:

VS (x,t)

vt =0 (19)
ot S (x,t) est laction d’Hamilton-Jacobi, solution des équations d’Hamilton-Jacobi:
al + L(vS)2 +V(x,t)=0 V(z,t) € R" x RY (20)
at  2m
S(z,0) = So(z) Ve R". (21)

L’équation (19) montre que la solution S (x,t) des équations d’Hamilton-Jacobi permet
de définir le champ de vitesse en tout point (x,¢) a partir du champ de vitesse %(X) a
I'instant initial. En particulier, si & l'instant initial, on connait la position initiale x;,;

—VSOE:’”L”). On en déduit qu’a partir de

d’une particule, sa vitesse a cet instant est égale a
la solution S (x,t) des équations d’Hamilton-Jacobi, on déduit par (19) la trajectoire de la
particule. L’action d’Hamilton-Jacobi S (x,t) est donc un champ qui "pilote" le mouvement

de la particule.

Pour une particule dans un potentiel linéaire V' (x) = —K.x avec 'action initiale Sp(x) =
mvy - X, le champ de la vitesse initiale est constant, v(x,0) = %(x) = vy et le champ de la

11
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FIG. 3: Champ de vitesse correspondant & I'action d’Hamilton-Jacobi S (x,t) = mvg-x — gmvat+

K.xt — 1K.vot? — %, soit v(x,t) = ng(’t)

=vp + % On a aussi représenté trois trajectoires
de particules pilotées par ce champ.

VS(xt) _

Kt
- vo + --. La figure 3 montre ces

vitesse a l'instant ¢ est aussi constant, v(x,t) =
champs de vitesse.

[’équation (11) semble montrer que, parmi les trajectoires qui arrivent & (x,t) a partir
d’une position initiale inconnue et un champ de vitesse connu, le principe de moindre action
choisit la position initiale et a chaque instant la vitesse qui correspond au minimum (ou
I'extremum) de Paction d’Hamilton-Jacobi.

Les équations (19), (20) et (21) confirment cette interprétation. Elles montrent que

l'action d” Hamilton-Jacobi S(x,t) ne résoud pas seulement un probléme donné avec une

V.So(x0)

- ), mais un ensemble de problémes avec une infinité

VSO(Y)>.

simple condition initiale <X0,
de conditions initiales, toutes les paires (y7 [’action d’Hamilton-Jacobi répond
a la question: "Si on connait Uaction (ou le champ de vitesse) & Uinstant initial, peut-on
déterminer l'action (ou le champ de vitesse) a chaque instant ultérieur?" Ce probléme est
résolu séquentiellement par I’équation d’évolution (20). C’est un point de vue a priori. 1l

peut étre considéré comme le probléme résolu par la Nature avec le principe de moindre

action.

12



IV. LES ACTIONS D’EULER-LAGRANGE ET D’HAMILTON-JACOBI DANS
L’ANALYSE MINPLUS

Il existe une nouvelle branche des mathématiques, 'analyse MINPLUS, qui permet
d’étudier certains problémes non linéaires de la physique, comme 'équation d’Hamilton-

16,17

Jacobi, par des approches linéaires, cf. Maslov!® et Gondran Le principe est de rem-

placer le produit scalaire habituel [, f(z)g(z)dz par le produit scalaire MINPLUS:

(f.9) = inf {f(x) +g(o)} (22)

Cela revient a remplacer dans le produit scalaire le corps classique des réels (R, +, x) par la
structure algébrique MINPLUS (RU{+ oo}, min, +), ¢’est-a-dire ensemble des réels (auquel
on a ajouté un élément infini {4+00}) muni de 'opération Min (minimum de deux réels) a la
place de I'addition, et de 'opération + (somme de deux réels) a la place de la multiplication.
[’élément {+ oo} correspond a 1’élément neutre pour opération Min, Min({+oc},a) = a
Va € R.

Une telle approche correspond & un analogue de la théorie des distributions dans le cas
non linéaire ; opérateur est ici "linéaire” continu par rapport a la structure MINPLUS et
non “linéaire” continu par rapport a la structure classique des réels (R, +, x). Dans cette
structure algébrique, 1’équation d’Hamilton-Jacobi est linéaire, car si Si(x,t) et So(x,t)
sont solutions de (20), alors min{\ + Sy(x,t), u + Sa(x,t)} est aussi solution de I’équation
d’Hamilton-Jacobi (20). L’analogue de la distribution de Dirac §(x) dans ’analyse MIN-
PLUS est la distribution non linéaire ,,;,(x) définie par i (x) = {0 si x = 0, +00 sinon}.
Avec cette distribution de Dirac non linéaire, on peut définir des solutions élémentaires d’une

maniére analogue a la théorie classique des distributions. On a en particulier:

THEOREM 3 - L’action d’Euler-Lagrange, Sq(x,t;xy), définie par 'équation (5) est la
solution élémentaire de I’équation d’Hamilton-Jacobi (20)(21) dans l’analyse MINPLUS avec

la condition initiale
S(x,0) = Omin(x— 1) = {0  si = a0, +o00  sinon}. (23)
L’action d’Hamilton-Jacobi S(x,t) est alors donnée par l'intégrale MINPLUS
S(x,t) = i}I(lOf{So(Xg) + Su(x,t;%0) } (24)
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d’une maniére analogue a la solution de I’équation de la chaleur donnée par l'intégrale

classique:

(x —y)’
1 A
u(z,t) = /uo (v) N e 4t dy.

Cette integrale MINPLUS est ’analogue en mécanique classique de l'intégrale de chemins

de Feynmann en mécanique quantique. Nous 'appellons donc ["intégrale de chemin MIN-

PLUS.

Dans cette analyse MINPLUS, la transformée de Legendre-Fenchel correspond a
I'analogue de la transformée de Fourier lorsque I’on passe de lespace des fonctions L? (R™)
a 'espace des fonctions convexes sci propres. Cette transformation a une grande impor-
tance en physique: c’est d’abord la transformation qui permet de passer du lagrangien a
I’hamiltonien et réciproquement. C’est aussi la correspondance qui permet de passer du
micro au macro en mécanique statistique et qui est a la base de 'analyse multifractale de
la turbulence en mécanique des fluides!®. La propriété essentielle pour le passage entre le

micro et le macro en mécanique statistique est ’équivalence suivante
/ S@) g o ginfacx {F(@))
X

lite au théoréme de la phase stationnaire quand € — 0. C’est aussi le théoréme de la phase
stationnaire que nous utiliserons pour étudier la convergence de la mécanique quantique vers

la mécanique classique au paragraphe 7.

Rappelons enfin comment ces deux actions (Euler-Lagrange et Hamilton-Jacobi) perme-
ttent de retrouver I’équation fondamentale de la dynamique. En prenant le gradient de

I'équation d’Hamilton-Jacobi (20):

9*°S 0S8 0V
Z P =0,

20x; O 8332-

ﬁtﬁxl
et en tenant compte de mv = V.S et de
d 2 2
on retrouve bien ’équation fondamentale de la dynamique classique:

d
dt

(mv) =—=VV. (25)
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V. PARTICULES INDISCERNEES EN MECANIQUE CLASSIQUE, EQUATIONS
STATISTIQUES D’HAMILTON-JACOBI ET PARADOXE DE GIBBS

En mécanique classique, on considére habituellement qu’une particule est ponctuelle et
qu’elle est décrite par sa masse m, sa charge si elle en a une, ainsi que par sa position x; et sa
vitesse v a I'instant initial. Sila particule est soumise & un champ de potentiel V' (x), on peut
déduire sa trajectoire car son évolution future est donnée par les équations de Newton. C’est
la raison pour laquelle les particules classiques sont considérées comme discernables. Nous
allons montrer cependant, dans ce paragraphe et le suivant, qu’il est possible de proposer une
définition de la discernabilité et de I'indiscernabilité pour une particule classique, suivant la
facon dont elle est préparée

En effet, comme nous venons de le voir, si la particule classique est représentée par
l'action d’Hamilton-Jacobi S(x,t), la situation est plus complexe car I'action d’Hamilton-
Jacobi S(x,t) ne résoud pas seulement un probléme donné avec une seule condition initiale
(%0, V), mais un ensemble de problémes avec une infinité de conditions initiales, tous les
couples <x, %) .

Nous pouvons donc conclure que les équations d’Hamilton-Jacobi ne sont pas une bonne
modélisation du probléme physique d’une particule dans un potentiel V' (x, t) et ayant comme
condition initiale (xq, v,).

Considérons alors un faisceau de particules classiques identiques issues d’un canon comme
les canons a électrons, & atomes ou encore & molécules de C'O, ou de fullerénes Cgy. Au niveau
trés macroscopique, on peut considérer un canon a balles de tennis. Pour une particule de
ce faisceau, on ne connait & I'instant initial ni sa position exacte, ni sa vitesse exacte, mais
seulement les caractéristiques décrivant le faisceau, c’est-a-dire une densité de probabilité
initiale po(x) et un champ de vitesse initial vo(x). On est alors conduit a la définition

suivante:

Definition 1 - Nous appellerons particules indiscernées une famille de particules clas-
stques préparées de la méme maniere dont on ne connait a [instant initial que la densité

de probabilité initiale po(x) et action initiale So(z), c¢’est-a-dire le champ de vitesse initial
VS0 (x)

m

La densité de probabilité p (x,t) et I'action S (x,t) a 'instant t d’une particule indiscernée

est alors donnée par le théoréme suivant:
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THEOREM 4 - La densité p (x,t) et l'action S (x,t) de particules classiques indiscernées,

soumises & un potentiel V(z,t), vérifient les équations statistiques d’Hamilton-Jacobi:

oS (z,t) 1 5 5
it St A AT = R® x RT 2
5 + 2m(VS(:I:, )"+ V(z,t)=0 V(x,t) € R® x (26)
S(z,0) = So(x) V ze R (27)
Op(x,1) + div (p (z,1) M) =0 V(xz,t) € R®* x RT (28)
ot m
p(x,0) = po(x) vx € R®. (29)
On rappelle que la vitesse en chaque point (x,¢) est donnée par v(x,t) = w. On note

que I'équation d’Hamilton-Jacobi (26) est entiérement découplé de 1'équation de continuité

(28).

Nous avons appelé ces particules indiscernées, et non indiscernables, car si on connaissait
leurs positions initiales, on connaitrait aussi leurs trajectoires. Cependant elles auront dans
les dénombrements les mémes propriétés que 1'on accorde habituellement aux particules in-
discernables. Ainsi, si on tire au hasard dans la densité initiale py(x) N particules identiques,
les N! permutations de ces N particules sont strictement équivalentes et ne correspondent,
comme pour les particules indiscernables, qu’a une seule configuration. On en déduit que,
si X est I’espace des cordonnées d’un systéme d’une particule indiscernée, le vrai espace de
configuration d’un systéme de N particules indiscernées n’est pas le produit cartésien X%,
mais I’espace obtenu par identification des points de X représentant la méme configuration,
c’est-a-dire Pespace XV /S™ quotient de X par le groupe SV des N! permutations. C’est la
division par N! qui permet d’obtenir la bonne valeur de I'entropie du mélange du paradoxe
de Gibbs. Dans ce cadre, le paradoxe de Gibbs n’en est plus un car il s’applique a N partic-
ules indiscernées dont les différentes permutations correspondent a une seule configuration,

ce qui donne la bonne valeur de I'entropie.

VI. PARTICULES DISCERNEES EN MECANIQUE CLASSIQUE ET EQUA-
TIONS SINGULIERES D’HAMILTON-JACOBI

Definition 2 - Nous dirons qu’une particule classique est discernée a l'instant initial,

st on connait, a cet instant, sa position Ty et sa vitesse vg.
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Remarquons que N particules discernées a un instant donné peuvent devenir indiscernés
a un instant futur si elles interagissent entre elles. Par contre, 'indiscernabilité a un in-
stant donné va se conserver aux instants ultérieurs. La notion d’indiscernabilité que nous
introduisons est donc liée au mode de préparation de la particule.

Quel type d’action peut-on associer & une telle particule discernée (conditions initiales

(x0,Vg)) dans un potentiel V' (x,¢)?

THEOREM 5 - Si £(t) est la trajectoire classique dans le champ V(z,t) d’une particule

de position initiale xy et de vitesse initiale vy, alors il existe une action

dg(t

S0, 0, v0) =m0 ) (30)
ou g(t) = — Ot%m(dZ—(;))Q + V(&(s)) +md2d§s(;) -&(s)ds, que nous appelerons 'action sin-

quliére, et qui est solution des équations singuliéres d’Hamilton-Jacobi:

0S(z,t; gy, v 1
( 0) |$:§(t) + _(VS(w, t; @y, UO))Zyazzﬁ(t) + V(«'B)‘ng(t) =0 vVt € RT (31)
ot 2m

_ ) Uy ) - V¢ R-‘r 32
3 LN - (32)
S(x,0; 20, vo) = muez et £(0) = zo. (33)

L’action singuliére vérifie les équations singuliéres d’Hamilton-Jacobi seulement le long de la
trajectoire £(t). On peut considérer ces équations singuliéres d’Hamilton-Jacobi comme la
recherche du couple (action d’Hamilton-Jacobi S (x, t), densité p (x,t)) vérifiant les équations

suivantes:
dS (x,t)

34
ot

+ %(VS(X,t)V +V(x,) =0 (34)
S(x,0) =mvy - x (35)

90D | gy (p (x,) M) 0 (36)
(37)

37

3

p(x,0) = d(x — xo)
ou §(x) est la distribution de Dirac: §(x) = {+00 si x =0, 0 sinon}et [ f(x)d(x—x¢) =
f(x0).

L’intérét d’une telle action liée & une trajectoire unique localisée est d’abord théorique
en proposant un cadre mathématique au cas d’une particule discernée. Cette action prend
son véritable sens au paragraphe 8 lorsque 'on montre qu’une particule classique vérifiant
cette action singuliére correspond a la limite, lorsque ’on fait tendre la constante de Planck

h vers 0, de la fonction d’onde d’une particule quantique dans un état cohérent.
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VII. CONVERGENCE DE L’ EQUATION DE SCHRODINGER QUAND /i — 0
VERS LES EQUATIONS STATISTIQUES D’HAMILTON-JACOBI: PARTICULES
INDISCERNEES

Considérons la fonction d’onde ¥(x,t) vérifiant 1" équation de Schrédinger:

iy Ay VT Yt RS xR (38)
ot 2m ’ ’

U(x,0) = Uy(x)  V¥xeR. (39)

Dans le changement de variable V(x,t) = /p'(x,t) exp(i@), la densité pt(x,t) et
I'action S"(x,t) sont des fonctions qui dépendent & priori de A. L’équation de Schrodinger
se décompose en donnant les équations de Madelung'® (1926) qui correspondent aux deux

équations couplées:

oSM(x,t) 1 L 5 AN ph(x,t) 3 N
h h
op"(x,1) + div(p"(x. 1) ) (X,t)) —0  V(x,t) €R® xR (41)

ot m

avec comme conditions initiales

P"(x,0) = ph(x) et S"(x,0) = Sh(x) vx € R®. (42)

h
Le terme Q"(x,t) = —%A\/\/_i_ qui s’ajoute au potentiel V(x) dans 'équation (40) est
p
habituellement appellé le potentiel quantique.
Etudions la convergence de la densité p(x,t) et Paction S"(x,t) des équations de
Madelung, lorsque l'on fait tendre la constante de Planck h vers 0. Cette convergence

est subtile et demeure dans le cas général une énigme. Nous nous restreindrons dans ce

paragraphe a des particules statistiquement préparées.

Definition 3 - Une particule quantique est dites statistiquement préparée si sa densité
de probabilité initiale ph(x) et son action initiale St(x) convergent, quand h — 0, vers des

fonctions réguliéres po(x) and Sp(x).

Le cas des particules statistiquement préparées correspond par exemple a un ensemble de
particules sans interaction entre elles et préparées de la méme fagon: jets de particules libres
ou de particules dans un champ linéaire, jets de fullerenes dans une expérience de fentes de

Young, jets d’atomes dans des expériences de Stern et Gerlach.
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THEOREM 6 *%?!" Pour des particules quantiques statistiquement préparées, la den-
sité de probabilité p"(z,t) et laction action S"(z,t), solutions des équations de Madelung
(40)(41)(42), convergent, quand h — 0, vers la densité classique p(x,t) et Uaction classique

S(z,t), solutions des équations staistiques d’Hamilton-Jacobi:

95 (1) L(VS(:I:, )2+ V(x,t) =0

ot + 2m
S(ma 0) = S()(ZL')

(43)

(44)

Op (x,1) éf’ t) + div (p (z,1) —VSTE:Z’ t)) =0 (45)
(46)

p(x,0) = po(x).

Nous donnons quelques indications sur la démonstration de ce théoréme et nous proposons
une interprétation. Considérons le cas ou la fonction d’onde W(x,t¢) au temps t s’écrit a

partir de la fonction d’onde initiale Wo(x) par I'intégrale de chemins de Feynman?3:

W(x, 1) = / F(t, ) exp (%Sd(x,t;xo> W (39 )dxo (47)

ou F(t,h) est une fonction indépendante de x et de xo. Feynman?® (p.58 et suivantes)

montre que c’est en particulier le cas a partir du lagrangien quadratique en z et & suivant:
L =a(t)i® + b(t)xd + c(t)z? + d(t)d + e(t)x + f(t). (48)

Par exemple, pour L = §mx +e(t)x, on a F'(t,h) = /52 et pour L = %mx’z — %mwaQ +

e(t)r, on a F(t,h) = it

2mihsinwt ”

Pour une particule quantique statistiquement préparée, la fonction d’onde s’écrit
U(x, F(t,h) [ \/p}(x0) exp(; Sh (x0) + Sa(x,t;%0))dxg. Le théoréme de la phase sta-
tionnaire montre alors que, si A tend vers 0, nous avons W(x,t) ~ exp(fminy,(So(xo) +

S, (x,t;%g)), ce qui entraine que l'action quantique S"(x,t) converge vers la fonction
S(x,t) = ming, (So(xo) + Sa(x,t;%0)) (49)

qui est la solution de I’équation d’Hamilton-Jacobi (43) avec la condition initiale (44). De
plus, comme la densité quantique p"(x,t) vérifie 'équation de continuité (41), nous dé-
duisons, puisque S"(x,t) tend vers S(x,t), que p"(x,t) converge vers la densité classique
p(x,t), qui vérifie 'équation de continuité (45). Nous obtenons les deux convergences an-

noncées.
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Dans le cas particulier d'une particule quantique dans un champ de potentiel linéaire

V(x) = —K.x, considérons les conditions initiales suivantes:
g —Ggg)?
ph(x) = po(x) = (2m02) "2 27 et S(x) = Sp(x) = mvy.x. (50)

otl 0g, Vo, & et K sont des constantes données indépendantes de h. La densité p"(x,t) et
I'action S"(x, ), solutions des équations de Madelung (40)(41)(42) avec la condition initiale

(50), sont alors égales a?*:

2\ 2
t
(xfﬁofvothQ‘—m)

plxt) = (2nop(t) 2 A (51)
3% 1 1 K243 (X — & — vot — K;—2)2 h2t
Sh(x,t) = —gtg_l(ht/?mag)—5mv3t+mvo.x+K.Xt—§K.v0t2— - Smodo? (1) -
(52)
avec 1
o (t) = o9 (1 + (7115/277108)2)§ : (53)

Quand £ tend vers 0, o, (t) converge vers og et, pour tout x et ¢ bornés, la densité p(x, t)

et laction S"(x,t) convergent uniformément vers

22

p(x,t) = (277'0'3)_36_( : 20:3 ) et S(x,t) = —%mv§t+mv0.x+K.xt—%K.Votg—Igtg I
5o

solutions des équations statistiques d’Hamilton-Jacobi (43)(44)(45)(46). On vérifie que

l'action de 1'équation (54) est bien égale a I'action d’Hamilton-Jacobi de ’équation (13)

du paragraphe 3.

Remarquons aussi que, quand A tend vers 0, pour tout x et ¢ bornés, le "potentiel quan-

. A —o—vol—K L2
tique" Q"(x,t) = —%%‘7 =-E[- zag(t) 4t 4\;%1:@) 22)"] tend vers 0.

Notre particule quantique statistiquement préparée, qui vérifiait 1’équation de
Schrodinger, va, lorsque l'on fait tendre h vers 0, vérifier les équations statistiques
d’Hamilton-Jacobi d’'un ensemble de particules classiques indiscernées. Pour une telle partic-
ule classique indiscernée, la position initiale est inconnue, seule est connue la densité de prob-
abilité de la position initiale. En mécanique classique, la connaissance de py(x) et Sp(x) ne
donnent que le comportement statistique des particules (particules classiques indiscernées).

Cependant, on peut déduire de ces équations statistiques le comportement déterministe
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d’une particule classique particuliére si on ajoute a ces équations statistiques la position
initiale de cette particule. Les équations statistiques d’Hamilton-Jacobi sont donc incom-
plétes pour une particule classique particuliére. Il devrait en est de méme avec ’équation
de Schrédinger pour connaitre I’évolution d’une particule quantique. Il faut donc ajouter a
I’équation de Schrédinger la position initiale de la particule quantique, comme il faut ajouter
la position initiale de la particule classique aux équations statistiques d’Hamilton-Jacobi.
Nous concluons qu’une particule quantique statistiquement préparée n’est pas compléte-
ment décrite par sa fonction d’onde. IL est nécessaire d’ajouter sa position initiale et il

25-28 ~ Une telle particule

est alors naturel d’introduire 'interprétation de de Broglie-Bohm
quantique doit étre considérée indiscernée, comme la particule classique vers laquelle con-
verge ses équations. Dans cette interprétation, les deux premiers postulats de la mécanique
quantique, décrivant I’état quantique et son évolution, doivent étre complétées. A 'instant
initial £ = 0, 'état de la particule quantique statistiquement préparée est donné par la fonc-
tion d’onde initiale Wo(x) (un paquet d’ondes) et sa position initiale X(0); ¢’est le nouveau
premier postulat. Le second nouveau postulat donne ’évolution de la fonction d’onde et
de la position & partir du champ de vitesse v (x,t) = w. Les autres postulats qui
décrivent la mesure ne sont pas nécessaire. Ils sont remplacés par un seul, I'hypothése de

n29

I'équilibre quantique"?, qui décrit 'interaction entre la fonction d’onde initiale ¥y(x) et la

distribution de probabilité de la position initiale de la particule X(0):
P[X(0) = x] = [To(x)[*. (55)

La figure 4 montre une simulation des trajectoires de Broglie-Bohm pour I'expérience des
deux fentes de Jonsson’s® ot un canon a électrons émet des électrons un & un a travers
un trou de quelques micrométres de rayon. Les électrons, préparés de la méme fagon, sont
représentés par la méme fonction d’onde initiale, mais non par la méme position initiale.
Dans la simulation, ces positions initiales sont tirées au hasard dans le paquet d’onde initial.
Nous avons représenté seulement les trajectoires traversant une des deux fentes.

La figure 5 montre les 100 trajectoires précédentes quand la constante de Planck est
divisée respectivement par 10, 100, 1000 and 10000. Nous obtenons, quand h tend vers 0.la

convergence des trajectoires quantiques vers les trajectoires classiques.
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FIG. 5: Convergence de 100 trajectoires d’électrons quand h est divisé par 10, 100, 1 000 et 10 000.

VIII. CONVERGENCE DE L’EQUATION DE SCHRODINGER QUAND 7 —
0 VERS LES EQUATIONS SINGULIERES D’HAMILTON-JACOBI: PARTICULE

DISCERNEE

Dans ce paragraphe, nous étudions la convergence pour des particules quantiques pré-

parées de maniére singuliére.
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Definition 4 - Une particule quantique est dites préparée de maniére singuliére si sa
densité de probabilité initiale pli(x) et son action initiale Sh(x) convergent, quand h — 0,

respectivement vers une distribution de Dirac 6(z — xy) et une fonction réguliére Sp(x).

Cette situation correspond en particulier aux états cohérents, introduits en 1926 par
Schrodinger®!. La théorie quantique des champs et la seconde quantification sont construit
sur ces états cohérents®?. L’existance pour 'atome d’hydrogéne d’un paquet d’onde localisé
dont le mouvement est une trajectoire classique (un vieux réve de Schrodinger’s) a été prédit
en 1994 par Bialynicki-Birula, Kalinski, Eberly, Buchleitner et Delande3* 3%, et découvert
recemment par Maeda et Gallagher®® pour des atomes de Rydberg.

La figure 6 montre un paquet d’ondes de la forme d’une banane calculé dans un champ
de fréquence de 30 GHz avec un nombre quantique principal égal a 60. Le paquet est

approximativement a quatre mille rayons de Bohr du noyau et tourne autour de lui dans le

4

plan horizontal sans changer de forme.?

FIG. 6: Paquet d’ondes cohérent de I’atome d’hydrogéne (Buchleitner et Delande, 1995)34.

L’étude de la convergence des équations de Madelung pour des particules quantiques
semi-classiques préparées de maniére singuliére est mathématiquement trés difficile. Nous
étudierons seulement 'exemple d’un état cohérent ot un calcul explicite est possible.

Pour Doscillateur harmonique a deux dimensions, V(x) = %mwQXQ, les états cohérents

sont construit?! & partir de la fonction d’onde initiale ¥y(x), qui correspond a la densité et
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a l'action initiale
_ (x—xg)2
ph(x) = (2mo?) e et SH(x)=mvy-x (56)
avec oy = Hﬁ- Nous vérifions que, quand h — 0, pf(x) converge vers la distribution de
Dirac §(x—xXg) et que Sp(x) = Sf(x) est une fonction réguliére. Avec ces conditions initiales,
la densité p"(x, t) et Paction S"(x, t), solutions des équations de Madelung (40)(41)(42), sont
égales a%4:
| - Geme)?

pl(x,t) = (2m07) e et S"(x,t) = —i—m%?) -x +g(t) — hwt (57)

ol £(t) est la trajectoire d'une particule classique soumis dans le potentiel V(x) = $mw?x?,

avec X, and v comme position et vitesse initiale et g(t) = [} (—3m(%)? 4 Lmw2¢(s)?)ds.

THEOREM 7 *%#'_ Pour ['oscillateur harmonique avec les conditions initiales (56), quand

h— 0, la densité p"(z,t) et laction S"(z,t) convergent vers

plx,t) =6(x—&(t)) and S(x,t) = m%(;) ~x+g(t) (58)

o S(z,t) et les trajectoires £(t) sont solutions des équations singuliéres d’Hamilton-Jacobi:

oS (x,t 1
é:: )|m=§(t) + %(VS(JZ, t))2|z=§(t) + V(m)|m:§(t) -0 (59)
d¢(t)  VS(zt
3(t) = ﬁf )|m=£(t) (60)
S(z,0) = mwvyz and £(0) = xo. (61)

Par conséquent, la cinématique du paquet d’ondes converge vers la cinématique d’un os-
cillateur harmonique unique décrite par £(t), correspondant & une particule classique dont on
connait la position et la vitesse (particule classique discernée). Contrairement au cas des par-
ticules statistiques semi-classiques, il est alors possible?? de considérer que la fonction d’onde
puisse correspondre & une seule particule quantique. Une telle particule quantique doit étre
considérée discernée, comme la particule classique vers laquelle converge ses équations. Le
cas des particules quantiques préparées de maniére singuliére peut alors étre en accord avec
I'interprétation de Copenhague de la fonction d’onde ot toute I'information sur la particule
est donnée par la fonction d’onde. L’interprétation la plus plausible est alors celle pro-

posée par Schrodinger3! en 1926 pour les états cohérents de l'oscillateur harmonique. Dans
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I'interprétation de Schrodinger, la particule quantique préparée de maniére singuliére est une
particule « étendue », représentée par un paquet d’ondes dont le centre suit une trajectoire
classique. On peut alors montrer que la relation d’incertitude d’Heisenberg correspond a une
relation de dispersion entre les différentes parties de la particule. Dans cette interprétation
des particules quantiques préparées de maniére singuliére, le deux premiers postulats usuels
de la mécanique quantique sont conservés. Les autres sont non nécessaire. Alors le centre
de la particule est donné par la valeur moyenne de la position (X () = [ z|¥(x,t)[*dz) et

vérifie le théoréme d’Ehrenfest®”.

VS (x,t)
m

Nous postulons que le champ de vitesse quantique est maintenant v" (x,t) = +
%Vlnph(x, t) xk ot k est le vecteur unitaire paralléle au spin. Pour Ioscillateur harmonique
2D, ce champ de vitesse est égal & v (x,t) = £(t) +wk x (x — £(t)). Alors, la particule

étendue (soliton) a le méme mouvement qu’une toupie 2D.

IX. CONCLUSION

La distinction en mécanique classique des actions d’Hamilton-Jacobi et d’Euler-Lagrange,
fondée sur I'intégrale de chemin Minplus, nous a permis de mieux comprendre le principe de
moindre action: 'action d’Euler-Lagrange répond & un probléme posé par un observateur
et serait donc épistémique, 'action d’Hamilton-Jacobi correspond a un probléme résolu par
la Nature a partir du principe de moindre action et serait donc ontologique. Cette action
d’Hamilton-Jacobi est un champ qui « pilote » la particule.

De plus, l'introduction en mécanique classique des concepts de particules indiscernées
vérifiant les équations statistiques d’Hamilton-Jacobi, et de particules discernées vérifiant les
équations singuliéres d’Hamilton-Jacobi permet de donner une réponse simple au paradoxe
de Gibbs de la mécanique statistique classique.

Enfin I'étude de la convergence des équations de Madelung quand h tend vers 0 nous
conduit a considérer les deux cas suivants dépendant de la préparation des particules quan-
tiques:

1) Les particules quantiques statistiquement préparées convergent vers des particules clas-
siques indiscernées et peuvent étre considérées comme des particules quantiques indiscernées.
Pour elles, I'interprétation de 'onde pilote de Broglie-Bohm s’impose et tout se passe comme

si la phase de la fonction d’onde "pilotait" la particule.
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2) Les particules quantiques préparées de maniére singuliére convergent vers des particules
classiques discernées et peuvent étre considérées comme des particules quantiques discernées.
Pour elles, 'interprétation de I'onde pilote de Broglie-Bohm ne s’impose plus car la fonction
d’onde suffit pour représenter les particules comme dans l'interprétation de Copenhague.
Dans ce cas, l'interprétation la plus naturelle est 'interprétation de Schrédinger ou la fonc-
tion d’onde représente une particule étendue.

La double interprétation que nous proposons suivant les hypothéses de préparation n’est
pas entiérement nouvelle. Elle a été pressentie sous des formes un peu différentes par Einstein
et de Broglie.

Pour de Broglie, sa véritable interprétation est la théorie de la double solution qu’il a intro-
duite dés 1927 et dont I’onde-pilote n’est qu’un sous produit: Jintroduisais, sous le nom de
"théorie de la double solution” l'idée qu’il fallait distinguer deux solutions distinctes,
mazis intimement reliées a l’équation des ondes, ['une que j’appelais ["onde u étant
une onde physique réelle et non normable comportant un accident local définissant la
particule et représenté par une singularité, l'autre, ’onde V de Schrodinger, normable
et dépourvue de singularité, qui ne serait qu’une représentation de probabilités.?®

Nous avons repris cette idée de Louis de Broglie de I'existence d’une onde statistique W
et d’'une onde soliton u; cependant il ne s’agit pas ici d’'une double solution, mais d’une
double interprétation de la fonction d’onde suivant les conditions initiales: ’onde statistique
correspond au cas indiscerné, 'onde soliton au cas discerné.

Le point de vue d’Einstein est bien synthétisé dans 'un de ces derniers écrits (1953),
"Réflexions élémentaires concernant l'interprétation des fondements de la mécanique quan-
tique" en hommage a Max Born:

Le fait que I’équation de Schridinger, associée a linterprétation de Born, ne conduise pas
a une description des "états réels" d’un systéme individuel incite naturellement a rechercher
une théorie qui ne soit pas soumise a cette limitation. Les deux tentatives jusqu’a main-
tenant dans ce sens ont cect en commun qu’elles conservent ’équation de Schridinger et
abandonnent 'interprétation de Born. La premiére tentative, qui constitue un retour
a de Broglie, a été poursuivie avec beaucoup de finesse par Bohm.... La deuxiéme tenta-
tive en vue d’obtenir une "description réelle" d’un systéme individuel qui soit fondée
sur l’équation de Schridinger est toute récente et émane de Schrodinger lui-méme. L’idée

générale est, en bref, la suivante: la fonction 1 représente en elle-méme la réalité

26



et point n’est besoin de lui adjoindre [interprétation statistique de Born.... Des considéra-
tions précédentes, il résulte que la seule interprétation de [’équation de Schrodinger jusqu’a
présent admissible est l'interprétation statistique donnée par Born. Cependant, celle-ci ne
donne pas la "description réelle” du systeme individuel, elle ne produit que des énoncés
statistiques relatifs ¢ des ensembles de systémes.>®

Ainsi Einstein envisage d’une part 'interprétation de Broglie, d’autre part les solitons liés
aux états cohérents introduits par Schrodinger pour 'oscillateur harmonique. Mais comme il
n’envisage pas de séparer le cas des fonctions d’ondes statistique (interprétation de Broglie-

Bohm) du cas des fonctions d’ondes soliton (interprétation de Schrédinger), il réfute chacune

de ces deux approches.
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