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A « DISTRIBUTION EPSILON» COMME OBJET SCIENTIFIQUE

Robert VALLEE!

Résumé

On pr‘“ sente un concept mathdématique noyvean, la « distribution epsiton s,
dont le caracthre dvanascant pent ’mm douter gu statint &’ objet methéma-
tigue capabie d'incarner un obdet scientifique. La définition de la «distri-
bution epsifon » et ses propriétés sont exposées en parall Ble aves cefles,
bien connues, de la « distibution deita» ou distribution de Dirac, La «dis-
wibttion epsilon » trouve des applications en analyse harmomqgue g généra-
lisée &1 en théorie de ln diffusion

Absiract

We introduce 1 new mathematical concept, the “epsilon-distribution”,
whose evanescent natars may generate doubts shout its stalas as @ roati-
ermatical object able o represent a scizatific objecr. The definition of the
"aasilon-disgeibusion” and its properties are presented in paratiel with those
of the "delta-distribution” or Dirae distribution which ars well known. The
“gpsiion-distribution”® has apphications in generaliz: sd harmonic snalysis
andd diffusion theory.
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1. ORIETS SCIENTIFIQUES BT OBIETS MATHEMATIQUESR

Le rayon lumineus est considére, classiquement, corune un objel scienfifique
dont on peut obssrver les p'z'em‘ié;*.és dans un assez large domsine de validitd en
dahors daguel 11 cesse dexister. On ne peut guére le Ep wer de son Lmage

mathématique, en optigue géométrique, ligne de plus court temps de parcours da
15 lumikre dans un muilisu réfringent non homogene. Le rayon lumineux s’identifie
alors & un concept dont i est une incamation nécessairernant irnparfaite. Tout objet
scientifigue, & Uintérienr de son domaine da validitg, est ainsl assoctd & un concept

g ’

dant il est 'image imparfaite. De concept joue alors le rdle de l'idée piatonicienne
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154 R, VALLEE

dont 'obiet est une image. Ces concepts Sont géne alement & ordre mmathématique .
Nous pouvons dire que ce sont des objets mathématiques possédant une Incarna-
tion, hécessairernent imparfaite, sous forme &' ohjer scientifique,

7. LA DISTRIBUTION DELTA

Ayant aingt donné, an moins a ceptaing objats mathématigues, un guasi-statut
dobjet sclentifique, nous allons introduire un ohjet mathématique de nature si
dvanescenie gue, malgré som incarmation possible dans le monde physique, sa
dignité méme d"objet m: athématigue pourrait ére confestée.

Mais auparavant nous devons rappeler la définition ’un objet mathdmatique
moins dvanescent bien qu'apparemment assed peu substanfiel, 1 s Pagit de la dis-
(ribution delta ou distribution de Dirac, Blle trouve 501 origine dans V'idée de choc

aif en lécommunication ef se rouve

impulsif en mécanigue, de signal fmpul
souvent désignde sous le nom de pseudo-fonction on distribution de Dirac bien
gqu’il ne 1’ait pas inventée. Présentée de fagon intuitive ¢'est upe «Tonction» réelie

x - §{x) définde sur oo, + o[ et telle que

y O, 250 e,
§{x)= 5 J[ §{xyde = 1.
T, F 6’ NS

11 &’ agit 1 de propriéids contradictotres, en ioute logigue intégrale ne peunt 8tre
que nulle, Mals cette «définition», uilis sée avec doigié, conduit & des résullats
intéressants et possdde une grande valeur opératoire. 11 faut voir e fait & comme
an concept limite radicalivant idée d’une fonction aux valeurs trds faibles loin de
0, aux valeurs rds grandes prés de O et dont Pintdgrale est égale a 1’uniié, On petit
dire aussi, avee A ce niveau un abus de Jangage, gue c’estla « limite s d'une famiile
de fonctions, dite géndratrice, telles que

6{x) = h% Keilz) = ’1;__;}1 Ly {z) = hm B (z)
avec

6, z¢|~T, T
Kr()# ) 1

EETS £ [""‘T, 21
1 o m 2 e~/
- . . " I . IE - o .
jxe_-r {\3:} = ——‘-‘*‘F ﬁj&p i““i'.-’ ;! Z & )$ E,.}‘ {‘;j} = }2
ayiw
ces fonctions ayani, pour fes valeurs volsines de wérc des par amdtres 7, o, A, des

valewrs frés faibles loin de 0. trds grandes prés de 0, leurs intégrales ctant fguics
& Vunité.
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Une propriété importante de Ia distribution delia, assez intuitive et facile & meitre
en évidence 2 U'side de la famille génératrice de fonctions Ky, est gue pour les
fonctions @, & valeurs réelles ou comploxes, continues en O,

4o
/ § () (x)der = w0}

&F e 200

Cest 14 Te point de départ de la définition rigoureuse de B dans ie cadre de ia
théorie des distributions de Laurent Schwartz (Schwartz, 194%) ol B st considérd
comme un opdratenr linfaire agissant sur les fonctions ¢, & vaieurs réeties ou
complexes, définies sur -, + co, indéfinimen: dérivables et & support horné *,
de telle sorte que

R LU
ce que Uon continue &écrire, par abus de notztion, sous ta forme découverie
intnitivement,

A pavir de la définition de la distribution 3, ou &, o introduit celle de la
distribution 8, ou x — & {x-2), qui ost cenirde £n 4 an Emz de Péwre en 0. On établit
alogs, enire aulres, que

40 )
ir Fle—wyélujdu= j[ §(z—u) fluydu= f{(z)
of D hatee]

ou {convolugion)

fed=Ref=f
Onoa ausst
R ]
/ §(z)exp {~i2nwxids = Lw) =1
of e
ou (transformation de Fourier)
F =1

I, LA « DISTRIBUTION EPSILON»

L «distribution epsilon» gue nous avons introduite récemment {Vallge, 1990,
1992, 1993) peut éire présentée ¢'une fagon tout & fait anai@guﬁ 3 la distribufion
&, dont elle apparait un peu comme Usntithdse. On pent dire que ¢'est une
« femction » réelle x-s £ (1) définie sur oo, + oo et telle que

s b

e () = Vo €l— o0, +ool, gl{zyde = 1.
e
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T2 encore les propriéés sont contradictoires, Uintégrale ne pouvant &re gue
nulle. En fait & est aussi un concept limite radicalisant 'idée d'une fonction aux
valenrs tés faibles et dont Pingégrale est Sgale & unité. On peut considerer Auas
aue c’est {a «limite» d'une famille génératrice (définie plus hant)

e{z)= lim Kr{z)= Hm L,{z}= lim By (=),
00 B ") K

gl
faibles tout en ayant une intégrale égale & up. Mals i famt bien voir gue ia
«fonction s x-» £ (%) est distincte de la fonction 0(x) nuile sur -, ool et
d'intégrale nulle. La distribution € esf un « prasque riei», un cONCept assez éva-
nescent mals pas totalement. On peut dire que ¢’est une distribution oubliée en

Ces fonctions ont en effet, pour les grandes valeurs de 7, o, A, des valeurs irds

raison de son extréme « discerétion»,

Fin utilisant ia famille aénératrice des fonctions K7 il est facite de voir que

;ﬂ—é-cx::- 1 S
- PR U F . P IO 4
ji e(zlglzide = ,}im, 5 w{ryde = m{p),
;00 pren -
m (o) ftant Ja valeur moyenne de g sur J- 0, + w{, avec hy pothése gue fa fonction

.f

@ pusstde ups telle valewr m{)}'tﬂ'}?‘i&', clest le cas des Tonctions périodiques ou
presque périodigues. Ce résultat permet d’introduire une définitdon de £, au sens
des distributions, en congidérant & comme un opérarenr lindaire agissant sur ios
fonctions @, & valours réelles ou complexes définies suy J- =, + m{, possédant une
valenr movenne sur 9, A+ el {d'autres conditions plus dilficiles & preciser
seraient sans doute nécessaires), de telle sote que

£ <= mieh

ce que [on peut derire sous la forme intégrale wouvés initizlement.

De facon assez générdle, on peul avancer qa ‘une familie ds; fonctions x = FL00,
définies sur -, + o[, d'intégrale dgale & un, & valeurs positives ou nnlles tendant
vers zéro si ¢ tend vers Uinfind, 2 supports tendant vers b0, +o0{ si g tend vers
Pinfini, est une famille génératice de £. Cest évidemment feons de Ry, L, et B,

Om s'apsrgoit facilement qu'il o'y a pas llew, comme ¢ é1ait le cas pour 8, de

distinguer £ o, centrée en 0, de £, oU x = E (X—0), 08 nivée en g, car eiles sont
svidemment €gales. On monire alors gue

4o
fremewf=e [ Fizyde
of o

si f est intégrable sur |-, + ool Par ailleurs ont établit Ausst gue

rioag

| g
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ue , ol ¢ est ia fonction w —» d (o) telie que d (wY =0 sl wdletd (@)= 1. La distrihution
’ "f‘ &
Hx ; £, malgrd son caractére « Evanescent », posséde done des propriéids gui e e sont
584 pas. Mais alors que § possdde un caractére Ubs iogal, £ posséde un caraciere
parfaitement global, c'est en cela que £ est I'«antithése » do 3.
3
in 5 V. APPLICATIONS DE LA «DISTRIBUTION EPSILON»: ANALYSE
i k 3 N T SN E R Sign o 3l T Al T TE *
e ; HARMONIQUE GENERALISEE, EQUATION DE DIFFUSION
18-
en Pour renforcer Te statut de la «distribution € » en tant qu'objer scientifigue, ou
mieux objel mathématique susceptible de §'incarner, imparfaiternent ceries, sous
forme & objet scientifique, il est bon d’en montrer quelques spplications.
Dans son analyse harmonigue généralisée, Norbert Wiener conmdbre des
! fonctions £ (Wienar, 1930, 1979, & valeurs réelles ou complexes, telles que
on 1 7
o | i oo i f {ﬁ} E'l i
Gl ' Toee 29 fop ‘
‘;* soit définie (elie est alors invariante si Pon change -7 en ~7+a et Ten Tra). Clest
£s i le eas des fonetions aléatoires stationnaires (bruits). En d'autres termes i considére
ing ,
" : des fonctions [ lelles que
3 o
ser :
b
Uiy =] e@If@Pa=mP)
af e
soit défini. Fe chemin faisant, Wiener est ameng & démonlrer gue
o do &
x) , fim j; %biﬁ ‘{4 &}ﬁ?“f{f} 1 gy
ant Uos Jon W T
‘ 2 2
ers @ = lim o LFOFdt=m( F17).
: _a‘_ o {3 Z )
.
de i Mais ¢ Uon remargue’ gne
ont oo B g N
S i i — sin? (i/a}/8 =6 (),
N Py v ) ’
e résubiat est immédial,
Une auire interventing «natarelle» de la «distribution £ » se prodult dans
Pémde de Uéquation de diffusion ou équation de la chaleur Dans le cas
sridimensionnel cefte équation & oril
_ 5 - 2
Gulx, M dt—0 ulx, yldx" =1
avec #ix 0) = flx)
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Lo aolution est alors donnée par la convolution
1 (x, 1) = Lym{x) & flx
Maturellement

#{0,0 = 8(x) » f(x) = F0)

b
B ulz, £) = uls, w) =sg)« f (%) =& {z) j[ F{&YdE.
L DO —0
Ainsi la répartition des valeurs de x, pour 1 = %, est dounee par te produit de
i «distribution epsilon» par Vintégrale de f, supposée finie (Vallde, 1992).
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