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Résumé

Nous présentons un modgle de systéme comportant plusieurs niveaux
d'organisation. Nous étudions les aspects dynamiques en donnant des
méthodes de passage d'un niveau microscopique 2 un niveau plus
macroscopique. Nous étudions également les couplages entre
niveaux d'organisation. Nous étudions des syst®mes linéaires et non
linéaires avec ou non diffusion spatiale. Nous traitons des systémes a
deux puis trois niveaux. Enfin, nous présentons une approche ther-
modynamique et nous montrons que l'entropie d'un systéme
hiérarchisé est la somme d'entropies relatives A chacun des niveaux.

Abstract

We present a model of multi-level systems. We study dynamical
aspects, particularly the jumping from a microscopic level towards a
more macroscopic level and the interactions between the different
levels of organization. We study linear and non linear systems with
spatial diffusion. Two as well as three level systems are treated. We
also study thermodynamical aspects and we show that the entropy of
a hierarchically organized system with several levels is the sum of
entropies relative to each of these levels. This allows vertical
exchanges of entropy between the levels.

Introduction

De nombreux auteurs ont remarqué 1'organisation en niveaux
hiérarchiques de nombreux syst¢mes complexes appartenant 3 des
domaines trés différents allant de la physique, la chimie, Ia biologie,
I'écologie a I'économie. Nous indiquons quelques références. TF. H. Allen
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130 Pierre AUGER

et coll. étudient les hiérarchies en écologie (1}, P. Delattre indique 1'impor-
tance des niveaux d'organisation en Biologie [16], A. C. Ehresmann et coll.
étudient les systémes hiérarchisés évolutifs 191, W. Findensein et coll.
travaillent sur la hiérarchie en théorie du contrfle 20, D. Martellato 24
ainsi que M. D. Mesarovic et coll. 2526 s'intéressent aux systémes hiérarchi-
sés en économie. P, Erdi (18], R, Rosen 28] et B. H. Voorhees 321 travaillent sur
les systemes hiérarchisés en neurologie. H. H. Pattee 27, H. A. Simon 30},
G. Toulouse et coll. 131), P. Weiss 33-34 et L. L. Whyte et coll. 351 ont proposé
des modeles généraux et soulignent 1'importance des systémes hiérarchisés
dans divers domaines. Enfin, nous avons proposé divers modeles de
systeémes hiérarchisés et différentes applications en particulier en biologie
et en économie (2131,

Habituellement, on distingue les niveaux d'organisation suivants,
atomes, molécules, macromolécules, organites, cellules, organismes, popu-
lations, écosystemes. En économie, on peut distinguer les approches micro-
économiques et macroéconomiques qui correspondent au passage du niveau
d'une entreprise a celui d'une économie régionale ou nationale. F. Jacob
parle de poupées russes pour évoquer ces différents niveaux imbriqués les
uns dans les autres (221,

Le systéme hiérarchisé est composé d'unités élémentaires au niveau le
plus microscopique. Le passage d'un niveau plus microscopique a un
niveau plus macroscopique se fait par groupement d'unités formant des
nouvelles entités au niveau plus macroscopique ou juste supérieur. Ainsi,
les molécules sont des groupes d'atomes, les macromolécules des groupes
de molécules, les organites des assemblages de macromolécules, les
cellules contiennent de nombreux organites, les organes sont des groupes
de cellules, les organismes sont des groupes d'organes, les écosystémes
sont des ensembles d'espéces en interaction. En économie, les systémes
économiques sont des ensembles d'entreprises.

On peut donc décrire un systeéme hiérarchisé par un ensemble d'unités
élémentaires ou éléments formant des groupes, eux-mémes rassemblés en
groupes de groupes et ainsi de suite. Chacun de ces niveaux correspond a
des échelles d'espace, de temps et d'énergie différentes. Les niveaux plus
microscopiques correspondent & des échelles d'espace plus petites, 2 des
échelles de temps plus courtes et a des échelles d'énergie plus grandes. Les
éléments ont des tailles plus petites que les groupes auxquels ils appar-
tiennent, les phénomeénes concernant I'évolution des groupes sont plus lents
que ceux concernant les €léments et les énergies d'interaction entre
éléments sont plus grandes que les énergies d'interaction entre groupes.
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Dans la premicre partie, nous présentons les aspects dynamiques d'un
systtme hiérarchisé¢ comportant deux niveaux. Il s'agit d'un ensemble
hiérarchisé en quelque sorte idéal avec une séparation bien nette entre les
niveaux. Les ordres de grandeur des transformations des éléments 2
l'intérieur des groupes et entre groupes sont supposés trés différents. Nous
présentons une méthode de passage d'un niveau 2 l'autre et nous étudions
plus particulierement les interactions entre niveaux qui peuvent étre de
deux types, action d'un niveau inférieur sur un niveau supérieur ou
I'inverse. Nous étudions le cas d'équations linéaires et non lindaires avec ou
sans diffusion spatiale.

Dans la deuxiéme partie, nous étudions les aspects dynamiques d'un
systéme comportant trois niveaux d'organisation.

Dans la troisieme partie, nous étudions les aspects thermodynamiques
d'un systéme hi€rarchisé comportant deux niveaux. Nous montrons que
I'entropie du systéme hiérarchisé est 1a somme d'entropies relatives 2
chacun des niveaux, ce qui permet des échanges verticaux d'entropie entre
les différents niveaux.

Enfin, dans la quatri¢éme partie, nous présentons un exemple en
écologie.

1. Systéme comportant deux niveaux d'organisation

1.1 Présentation d'un systéme a deux niveaux

Soit ¥ un systéme comportant un tres grand nombre d'éléments Ny.
Ces €léments peuvent occuper différents états. De plus, ces états sont eux-
mémes rassemblés en groupes d'états notés o avec o € [1,A]. A est le
nombre de groupes d'états. Chaque groupe d'états o contient N* états
différents. i, est un indice correspondant aux différents états dans le
groupe d'états a, iy € [1.N%]. Le nombre total d'états du systeéme est N et
est donné par I'équation (1) :

N=Y N )
o

La figure 1 présente un systtme comportant deux niveaux avec des
¢léments 2 l'intérieur des N* états appartenant aux A groupes d'états o du
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systéme entier Y. Les variables choisies sont les nombres d'éléments dans
le iy eme état du groupe o a l'instant t. Soxent n (t) ces nombres Par
simplicité de notation, nous noterons n, (t) au heu de n (t) Nous
supprimons l'indice a de iy car il n'y a pas d'ambiguité sur l'appartenance
au groupe. Dans la suite du texte, nous utilisons un indice supérieur pour le
groupe et un indice inférieur pour 1'état. Choisissons des équations diffé-
rentielles gouvernant la variation dans le temps des variables n?(t) sous

une forme assez générale :

dn .
By =t 2 onin®), @
dr
o
na(t)= (n?(t), ng(t), n?(t), ...,nNa(t)) sont des vecteurs population

pour chaque groupe a et o sont des fonctions de ces vecteurs nb.
1

[systéme P>

Figure 1. Schéma d'un systéme hiérarchisé comportant deux niveaux d'organisation

1.2 Etude du cas linéaire

a) Transformations intra-groupes et inter-groupes
Dans le cas linéaire, les équations (2) s'écrivent sous la forme
suivante :
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B
A
.(x z E" JB 3)
B=1j=1
op

Les paramétres ay; peuvent s'interpréter comme des taux de
transformation des éléments, de I'état j du groupe B vers I'état i du groupe o.
Le formalisme que nous utilisons est trés proche du formalisme utilisé par
P. Delattre [15-16] dans sa théorie des systmes de transformations. o et B
peuvent correspondre au méme groupe ou bien A des groupes différents.
Dans ces conditions, deux types de transformations peuvent étre
considérées, des transformations 2 l'intérieur du méme groupe «, C'est-a-
dire des transformations intra-groupes et des transformations entre groupes
différents o et B, c'est-a-dire des transformations inter-groupes. Soit a?; le
taux de transition de I'état j vers I'état i du groupe o, c'est-3-dire que pendant
l'intervalle de temps dt autour de l'instant t, az n;x(t).dl éléments quittent
I'état j et atteignent 1'état i. Les parametres ag définissent A matrices intra-

groupes A%=| 2

Soit a,. Ble taux de transition de 1'état j du groupe P vers 1'état i d'un
autre groupe o, c'est-a-dire que pendant l'intervalle de temps dt autour de

. o . . .
l'instant t, aianE( t).dt éléments atteignent 1'état i du groupe o et quittent

I'état k du groupe B. Soient A®P des matrices inter-groupes définies par
A% B_ B]g Les matrices A* ne concernent que les transformations intra-
groupes alors que les matrices A®B ne concernent que les transformations
inter-groupes. En conséquence, lorsqu'il y a conservation des éléments par
les transformations, il existe des matrices APB qui ne doivent pas €tre con-
fondues avec les mamces AB En effet, soit la transition suivante (j dans B

— i dans a);. karsque a (t)dt éléments atteignent 1'état i du groupe o

op B

pendant l'mtervalle de temps dt, dans le méme temps, A (t) d t quittent

I'état j du groupe B. Cette demiere contribution correspond é une transfor-
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mation inter-groupes et doit donc étre prise en compte dans une matrice
ABB et non pas dans une matrice AB. Ces matrices inter-groupes ABB sont

des matrices diagonales d'éléments af‘j Btels que :

BB B
a=- % Ta’. @

ozpi

Dans ces conditions, nous avons des matrices intra-groupes A% et deux
sortes de matrices inter-groupes A®8, o # B, et des matrices APB, e? est le
taux d'échange des éléments dans 1'état i du groupe o avec le milieu

. .o . .o .
extérieur & X, entrée dans X si e, >0, sortie de X si e, <0 . Nous définis-
sons des vecteurs échange avec l'extérieur pour chaque groupe o par

o o o o
e —(el,e ,...,eNa).

En conséquence, les équations (3) peuvent €tre réécrites de 1a maniére

suivante :

Lo
n; =e?+2a%n?+zga?anE. ©)
] B

Dans (5), B peut étre égal A o ce qui correspond aux matrices APB, La
figure 2 représente un exemple de graphe de transitions dans un syste¢me 2
deux niveaux. En utilisant les matrices A% et A%B, I'équation (5) peut étre
réécrite comme suit :

ﬁa:Aana+2A“ PrbPie®, ©
B
Soit n un vecteur population pour le systéme Y, tout entier :
n=m,n2 .. ... ,nA) . 7
On peut réécrire encore plus simplement 1'équation (6) :
n=An+e, ®)
avec e=(el,e2, ... ... , eA),

A est la matrice de transition pour le systéme 3, dans son ensemble et

SYSTEMES COMPOSES DE PLUSIEURS NIVEAUX D'ORGANISATION 135

e

Figure 2. Graphe de transition dans un systéme hiérarchisé comportant deux
niveaux d'organisation.

est une mosaique des précédentes matrices A% et A®P comme suit :

A1+ All A12 AlA
AT A% A2 ©)
A=
AL Al AMA

b) Les hypothéses de hiérarchie

Deux conditions sont nécessaires pour définir un systéme hiérarchisé.
En ce qui concemne la premitre, il faut que le regroupement des états en
groupes d'états ait €té effectué pour rendre compte d'une hiérarchie dans
les transformations des éléments. Ainsi, nous supposons que les
transformations intra-groupes sont beaucoup plus fréquentes que les
transformations inter-groupes, c'est-a-dire que pour tout couple (o,f) et
pour tous états (i, j, k, 1) nous supposons que :

afp
4

o

<.
i

o
a..[>> et
1)

(10)
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Les €éléments des matrices intra-groupes A% sont trés grands par
rapport aux éléments des matrices inter-groupes A®P ainsi que devant les
taux d'échanges avec le milieu extérieur.

Une deuxieme condition est nécessaire afin de définir un systéme hié-
rarchisé. Il faut que les groupes isolés présentent des trajectoires conver-
gentes autour d'au moins un point singulier. Ceci signifie que pour chaque
groupe isolé, nous demandons au moins un point stationnaire stable (cas
ou toutes les valeurs propres des matrices intra-groupes A® sont différentes
réelles et négatives), ou un cycle limite stable, ou une spirale convergente,
ou des centres, ou bien encore toute autre trajectoire périodique autour de
ce point stationnaire. En conséquence, nous demandons que pour chaque
groupe isolé, il existe au moins autour d'un point singulier une trajectoire
cyclique ou un point d'équilibre. En négligeant les matrices inter-groupes
et les échanges avec l'extérieur, les équations (6) peuvent étre approximées
par (11) :

o= A%n?,

an
.o o o
ouencore n; =y a;n;.
i

Dans le cas ou I'équation (11) est vraie, les groupes sont totalement
indépendants les uns des autres, il n'y a que des transitions 2 l'intérieur des
groupes et la matrice A se réduit 2 :

Alo o
2
Az 0 A (12)
0
0o o0a®

Ce cas limite d'indépendance des groupes n'est pas trés intéressant et
nous allons maintenant étudier le cas pour lequel les transitions intra-
groupes sont tres fréquentes par rapport aux transitions inter-groupes qui
ne sont pas pour autant totalement négligeables. Les groupes d'états sont
faiblement couplés et c'est ce cas que nous appelons celui d'un systéme
hiérarchisé a deux niveaux.

¢) Hiérarchie temporelle

Soit n®(t) le nombre d'éléments dans le groupe o & l'instant t :
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n“(t):an(t). (13)

n®(t) sont les variables de groupe. Dérivons 1'équation (13) par rapport au
Lo
temps et remplagons n; par son expression (5), il vient :

.0 o o o o
n =Zei +ZZaijnj+zzzaianE. (14)
i 1] g ik
Lorsqu'il y a conservation des €léments par les transitions, il y a
autant d'éléments quittant l'état de départ que d'éléments atteignant I'état
d'arrivée. De ce fait, si I'on somme sur tous les états de départ et d'arrivée
des transitions intra-groupes d'un groupe o, on obtient une relation
supplémentaire (15) :

o (X._ 0
LXa;n;=0. {as)
i

Ce cas de conservation des éléments est assez fréquent, en particulier
il sera vrai dans les exemples que nous aborderons par la suite. Pour cette

raison, nous admettrons la relation (15) et en conséquence 1'équation (14)
devient :

0 o a ap B
n =2ei+2223ik n. (16)

i B ik

La comparaison entre les équations (11) et (16) montre que les
variables n?(t) sont essentiellement gouvernées par les matrices intra-
groupes, voir (11), alors que les variables de groupe n%(t) sont gouvernées
par les matrices inter-groupes et les termes d'échange avec l'extérieur, voir
(16). Comme conséquence des hypotheses de hiérarchie (10) (portant sur le
o4
i
bles rapides par rapport aux variables de groupe n®. Pour tout groupe o et

regroupement d'états fortement couplés), les variables n. sont des varia-

pour tout état i, il vient :

an

Lo
n

<< ny
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Les variables de groupes sont trés lentes par rapport aux variables
d'état, ce qui provient du fait que les €léments changent souvent d'états a
l'intérieur du méme groupe alors qu'en comparaison ils changent peu
d'états entre groupes différents. Ainsi, la hiérarchie dans l'intensit¢ des taux
de transition se traduit par une hiérarchie dans le temps.

d) Distribution d'équilibre intra-groupes

La seconde condition de hiérarchie qui suppose des trajectoires
convergentes autour d'un point stationnaire permet de justifier l'existence
d'équilibre intra-groupe, correspondant précisément a l'un de ces points
stationnaires attractifs. Les deux niveaux possédent des temps
caractéristiques trés différents. Ainsi, les transitions intra-groupes sont tres
fréquentes en regard des transitions inter-groupes. Nous admettons
l'existence d'équilibres intra-groupes caractérisés par des fréquences
d'états. Soit v? la fréquence d'équilibre d'occupation de I'état i du groupe o
définie de la maniere suivante :

o
o n (1) o 1
v, = aveczvi=l. (18)
n®(t) !

Pour le moment, nous admettons l'existence de ces fréquences d'états
indépendantes du temps. Dans la partie 3, nous donnerons des exemples de
calcul de ces fréquences d'états qui représentent la proportion d'éléments
dans le i @me état d'un groupe o 2 I'équilibre. En conséquence, a chaque
instant t, il vient :

0 (0=v; 0 (1) a9

¢) Dynamique de groupe
Remplagons (19) dans I'équation (16) pour obtenir les équations
dynamiques gouvernant les variables de groupe :
O
W =e®+ 3 2% PP, 20)
B
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avec
o o B
e =)Ye. B op
Zel et a —ZZaik Vi
i ik
Soit A, une matrice de groupe définie comme suit :
1
all o12 A
21 .2
A - -
= 1)
at M

'La matrice A, est une matrice carrée de dimension A alors que la
matrice de transition A, voir (9), est une matrice carrée de dimension AxN;
si N, représente le nombre d'états dans un groupe. Par exemple, avec 5
groupes de 5 états chacun, la matrice A, possede une dimension 5 alors
que la matrice A posséde une dimension 25. Ainsi, I'obtention des

§quations de la dynamique de groupe s'accompagne d'une réduction
importante du nombre des variables.

f) Interactions entre les niveaux

Comme le montrent les équations (20), les taux des transitions inter-
groupes a®® dépendent des fréquences d'occupation intra-groupes des états.

El(lx conséquence, une variation de ces fréquences intra-groupes
o o

V; =V, +38v, induira une variation des taux de transition inter-groupes

P 2By §a® P telle que :
da =YY a?kB dv, . (22)
ik

La dynamique de groupe est dépendante des distributions d'équilibre
a l'intérieur des groupes. La cinétique inter-groupes dépend des fréquences
intra-groupes. Une variation de ces fréquences produit une variation des
taux de transformation collectifs. Cette action est celle du niveau plus
microscopique sur celle du niveau plus macroscopique. I1 s'agit d'un
couplage que nous pouvons qualifier du bas vers le haut. Le phénomene
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inverse est possible et correspond 2 l'action du niveau plus macroscopique
sur le niveau plus microscopique. Nous pouvons le qualifier de couplage
du haut vers le bas. Ce demier type de couplage apparait en particulier
lorsque les fréquences intra-groupes sont dépendantes des tailles de
groupes, c'est-a-dire lorsque l'on a :

v?:ff‘ n“(t)). (23)

f? sont des fonctions des variables de groupes. Dans ce cas, les
fréquences ne sont plus indépendantes du temps car elles dépendent des
variables n® elles-mémes dépendantes du temps.’ En conséquence, lorsque
(23) est vraie, une variation des variabl‘es‘»de-’gr"oupe donne lieu a une
redistribution des éléments dans les groupes. Nous voyons qu'une action
réciproque d'un niveau sur l'autre est susceptiblede se produire. Il y a
interaction entre les deux niveaux. o

1.3 Diffusion dans un systéme linéaire a deux niveaux

Dans de nombreux cas, les variables dépendent des coordonnées
spatiales cartésiennes X, y, z. Dans ce cas, il est nécessaire de considérer
des densités de présence des €léments p?(x, y,z,1), c'est-3-dire nombre
d'éléments dans 1'état i du groupe o par unité de volume autour du point
(x,y,z) 2 l'instant t, (homogeénes a L-3). Pour prendre en compte le
phénomene de diffusion dans l'espace, il est nécessaire d'adjoindre des
termes de diffusion a I'équation (5) :

3 o a2 o a2 o a2 o B

. . . . [+ 3

P L L0 L sy v e e @
ot ax oy oz j Bk

o .. on
Les constantes Di sont des coefficients de diffusion des éléments se

trouvant dans 1'état i du groupe o (homogenes 2 L2T-1). Dans ce cas, les
. o o
taux de transition 2, j et aikﬁ

e? a L-3T-1. Dans le cas de la diffusion, les hypotheses de hiérarchie sont

sont homogenes 2 T-1 et les taux d'échanges

complétées, voir (10). En tout point (x,y,z) et pour tout (a,B,1,j,k,1) nous
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et {Df‘/s}. (25)

V est un volume et S une surface de sorte que l'inégalité (25) soit

devons vérifier que :

op
>> a

|,

o
a. .
1)

homogene. De cette maniére, tout comme la dynamique inter-groupes et
les échanges avec le milieu extérieur, le processus de diffusion est supposé
trés lent par rapport & la dynamique intra-groupes. Dans (25), on peut
considérer un volume V unité et une surface S unité. D'autre part, comme
dans le cas linéaire sans diffusion, nous admettons que pour chaque
groupe isolé, c'est-3-dire en négligeant la partie lente de (24), (inter-
groupe, échanges avec l'extérieur et diffusion), et en ne conservant
uniquement que la partie rapide intra-groupes, voir (11), il existe au moins
un point stationnaire attractif. Soit p (Xy.zt) la densité¢ d'éléments du
groupe o par unité de volume autour du point (x,y,z) & l'instant t.

o o
P xym)=3p; Y20, (26)

Comme dans la partie précédente, considérons des fréquences d'équi-
a
libre intra-groupes v; associées 2 un point stationnaire attractif, définies
comme suit :

o
a p; XY,z
Vi = e

27
a
P Xy,zt)

En utilisant 1a méme technique que dans la partie précédente, on
obtient les équations de la dynamique de groupe gouvernant les variables

B
+ > +ea+Zaqu,
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o o o o o
avec D :Zvi D, e =Zei , 28)
i i
et 2% B op P
223 k Vk-

Le coefficient de diffusion collectif D* est également dépendant des
fréquences intra-groupes d'équilibre. Le phénomene de diffusion est lui-
méme influencé par la cinétique intra-groupes.

1.4 Systéme non linéaire a deux niveaux

Dans cette partie, nous ne considérerons que des termes non linéaires
du second ordre sans diffusion. Dans ces conditions, les équations (5) se
réécrivent comme suit :

B aB B
=e, +2alJ ) ZZalk k+%bikn +22b11m “nP 29
i

Dans l'équation (29), il y a des termes non linéaires supplémentaires
par rapport a 1'équation (5) avec des coefficients bf}k et b?lri. Ces termes
correspondent a des interactions entre 2 €éléments. bgkest Ie taux d'une
réaction dans le méme groupe . Un élément dans l'état j du groupe «
réagit avec un élément dans 1'état k du méme groupe o et cela produit une
variation du nombre d'éléments dans 1'état i du groupe o. b;iest le taux
d'une réaction entre €léments appartenant a des groupes différents o et f.
Un élément dans 1'état 1 du groupe o interagit avec un élément dans I'état
m du groupe B et cela produit une variation du nombre d'éléments dans
I'état i du groupe o. Dans le cas non linéaire, les hypothéses de hiérarchie

(10) doivent étre complétées, de sorte que pour tout (a,B,i,j.k,1,m) :

o

bx]k

o
a..
ij

af

ofp
‘l b= |. (30)

>> a et .
ilm

Tout comme précédemment, les transformations intra-groupes
lin€aires et non linéaires sont supposées beaucoup plus fréquentes que les
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transformations inter-groupes et les échanges avec l'extérieur. Similaire-
ment, nous supposons qu'il existe au moins un point stationnaire attractif
associ€ a chaque groupe isolé. En utilisant la méme technique que précé-
demment avec des fréquences d'équilibre v;x , on obtient les équations de
la dynamique de groupe comme suit :

r’1m=e°L+ZaOCB B+2baB %P,

B B
avec ea=2e?, 2 P 2 aB ﬁ, €19
i
et p* P 2 bllm B

Tout comme dans le cas linéaire, les taux des transformations
collectives dépendent des distributions intra-groupes, autorisant des
interactions entre niveaux. Le modele peut facilement se généraliser pour
des termes non linéaires du troisi¢me ordre ou plus avec diffusion dans
'espace.

2. Systeme a trois niveaux

Nous ne traiterons que le cas linéaire sans diffusion. Dans un systé¢me a
trois niveaux 2, les éléments occupent des états i rassemblés en groupes o,
eux-mémes constitués en groupes de groupes a. La figure 3 présente un tel
ensemble a trois niveaux. Dans ces conditions, les nouvelles variables sont
n;x a(t) , c'est-a-dire nombre d'éléments dans 1'état i du groupe o du groupe
de groupes a a l'instant t. Les équations dynamiques s'écrivent alors :

o

n; a:e?a-kZaga ZZa BanB +222 oayb }/b 32)
i

e? * estle taux d'échange avec l'extérieur du systéme 2 pour les éléments

. [0
dans I'état i du groupe o du groupe de groupes a. Ay * sont des taux de
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groupes de groupes

groupes

\_systéme

Figure 3. Schéma d'un systéme hiérarchisé comportant trois niveaux
d'organisation.

transition intra-groupes a, (j — i dans le groupe o du groupe de groupes a).

a?kB # sont des taux de transition inter-groupes o et § dans le méme groupe

de groupes a (k dans § de a — i dans a de a). a(:l Wbsont des taux de

transition inter-groupes de groupes a et b (1 dans y de b — i dans o de a).

Dans un systéme 2 (rois niveaux, nous avons une double hiérarchie :

5>l (33)

Pour tout (a,.,B,i,j,k) I ot
1)

Les transitions intra-groupes sont beaucoup plus fréquentes que les
transitions inter-groupes dans le méme groupe de groupes. D'autre part,
pour tout (a,b,o,B,y.1,k,1) :
aBa

P )»

aa

C.
1

ota'yb 34
4k 41 39

Ce qui signifie que les transformations intra-groupes de groupes
sont beaucoup plus fréquentes que les transformations inter-groupes de
groupes. On doit également supposer au moins un point stationnaire
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attractif pour chaque groupe isolé ainsi que pour chaque groupe de
groupes isolé. La figure 4 présente un exemple de graphe de transition
pour un systéme a trois niveaux.

1

Figure 4. Graphe de transition dans un systéme a trois niveaux

Avec les hypotheses de hiérarchie (33) et (34), en utilisant Ia méme
technique que pour un systeme 2 deux niveaux, il est possible de montrer
que Ia hiérarchie dans les transitions s'accompagne d'une hiérarchie dans le
temps.

Loa oa a

1

avec n*’= Zn?a et na=z§;n? :
1 o 1

Introduisons les fréquences d'états i pour le groupe o du groupe de
groupes a :

n (35)

>>

’

>>lr'1

o
oa. 1, a(t)

v (36)

n® a(t)
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Les mémes techniques que celles utilis€es dans les parties
précédentes condujsent aux €équations de la dynamique du niveau
intermédiaire :

.0a b b
n =e* amBanﬁa+22amY n'®°, 37N
B by
oa oa ofa_ aBa Ba
avec e =3e , a “Zaik Vg
i ik
-¥b
oayvyb C(ayb Y
et a* =Y a v .

il

Introduisons des fréquences de groupes o dans le groupe de groupes a .

0La= na a(t) . (38)
n‘(1)

Enfin, toujours en utilisant les mémes techniques, on obtient les
équations dynamiques du niveau le plus macroscopique :

v

.a
h=e*+Y a%%n, 39
b
avec e=Y %",
o
Yb
et aab= 2 aa a“{bv .
ay

La figure 5 symbolise 1a réduction du nombre des variables a chaque
saut de niveau.

3. Thermodynamique d'un systéme comportant deux niveaux

3.1 Entropies des groupes isolés

Soit t le temps d'observation du systéme. Soit t* le temps

SYSTEMES COMPOSES DE PLUSIEURS NIVEAUX D'ORGANISATION 147

variables | nomhre de variables

o +
N* groupes de groupes n N
n* NN,
N, groupes
- N NN N
N, états . o't

Figure 5. Décomposition d'un systéme a trois niveaux en trois Sous-
systémes couplés.

caractéristique ou de relaxation associ¢ au groupe o et ty le temps de
relaxation associé au systtme X dans sa totalité. Ces temps de relaxation
caractérisent respectivement le temps moyen nécessaire 3 un retour 2
I'équilibre lorsque chaque groupe isolé ou le systéme X entier en sont
écartés.

Nous avons vu que les variables de groupe varient trés lentement par
rapport aux variables d'état, voir l'inéquation (17). En conséquence, on
peut considérer des durées d'observation t pour lesquelles les variables de
groupe peuvent étre considérées comme constantes, f,a‘t =(Q .alors que
les variables d'états sont a 1'équilibre, c'est-a-dire pour lesquelles on a
1% <<t << ty. Ceci correspond 2 considérer les groupes comme isolés les
uns des autres. Pour simplifier, nous ne considérerons que l'ensemble
microcanonique. L'état d'équilibre de chaque groupe s'obtient en
maximisant le nombre de complexions Q% correspondant 2 chaque groupe
isolé sous deux contraintes :

Q' (40)
Hnia!
1
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avec E%= 3 n% E%= constante,
1 1
i
et n%= 3 n®= constante pendant t.
" 1

1

Le temps d'observation t est trop petit par rapport a ty pour que les
effets du couplage inter-groupe se fassent sentir. Dans ces conditions, le
nombre d'éléments par groupe reste constant pendant t et nous considérons
de plus une &ntégrale premiere E*, par exe;mple une énergie pour chaqpe
groupe o, E. est I'énergie associée a I'état i du groupe . On peut associer
une entropie a chaque groupe isolé S*:

o
s%=kinQ , @n

avec k pour la constante de Boltzmann. On obtient alors les fréquences
d'équilibre intra-groupes comme suit :

EY
, exp|-—
ol
vfx:.r_li_:———————--———-KT . (42)
1
n® z*
[0
avec T%= dE
ol
kd(log[€2 1)

7% est la fonction de partition, T® est 1a «température », voir P. Auger 51,
Pour un temps d'observation t tel que t* << t << ty, il est clair que les
groupes étant isolés, ils atteignent chacun leur propre ¢quilibre
indépendamment les uns des autres. En conséquence, dans le cas général
les températures T seront différentes. Les grandeurs étoilées sont lgs
populations d'équilibre. Nous nous limitons ici a I'ensemble microcanoni-
que mais le calcul des fréquences intra-groupes peut étre générah.sé .a
d'autres ensembles et a différents domaines que la Physique. Nous indi-
quons quelques références, J. D. Cowan pour les sytemes de neurones [14],
L. Demetrius en biologie des populations 07, N. S. Goel et coll. en
écologie 21, E. H. Kemer 23 et J. Schnakenberg 291 pour divers systemes
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en particulier en €cologie et également P. Auger 5 pour des systémes plus
généraux avec des états non équiprobables.

3.2 Entropie de groupe et entropie du systéme

Dans cette partie, nous allons traiter le systéme Y. tout entier comme
un ensemble microcanonique. Nous considérons 1'équilibre thermody-
namique pour le systtme dans son ensemble et non pour chaque groupe
isolé o seulement. De cette maniére, nous considérons un temps
d'observation t tel que t* << ty << t. Nous ne pouvons plus négliger les
variations des nombres d'éléments de chaque groupe. Les groupes ne sont
plus indépendants, ils sont couplés par les termes inter-groupe. Les
populations d'équilibre s'obtiennent alors en maximisant le nombre total de
complexions Qy du systéme en entier sous deux contraintes :

N/ N o
_ z - = n't 43
Q}:- = -TI , 43)
OL' na' a' .
H H ni : H oa Hni .
o 1 o i
o a o *
avec Es=Y 2 E 'n’'= S E™ = constante,
o 1 a
o
et Ng= 2 z n’'= constante.
o !

Nous considérons toujours I'ensemble microcanonique pour lequel le
nombre Ny d'éléments et I'énergie totale Ey de 3 sont supposés constants.
Le nombre total de complexions s'écrit comme suit ;

o N):!
Q=Q . IQ avec Q= . “44)
o Hna!
o

Q%" est toujours définie par (40) et représente le nombre de complexions
pour un groupe o, mais cette fois pour les groupes o couplés. L'entropie Sy
du systéme est donnée par :
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Sy=k InQy. (45)

o* o *
Sy=kInd Q.. JIQ »=S+¥S .,
o

o

o *

avec Sc=k1n§2c et s* *=kan

S. est une entropie collective, correspondant 3 la distribution des ¢léments
dans les groupes et S®* est une entropie de groupe correspondant a la
distribution des éléments dans les états de chaque groupe, identique a (41),
mais pour une distribution des éléments appartenant aux groupes couplég
L'entropie d'un systtme 2 deux niveaux est donc la somme d;une ef)trople
S, relative au niveau le plus macroscopique et d'entropies S% -relam:‘es au
niveau le plus microscopique. Il faut noter ici que les entropies S‘i sont
différentes des entropies S®. En effet, la distribution d'équilibre n(’* d'un
groupe isolé est en général différente de celle d'un groupe couplé car les
distributions qui maximisent les nombres Q* isolément sont en général
différentes de celles qui maximisent le nombre total de complexions. Qs.
Ainsi, si l'on remplace S®* par S% dans I'équation (45), il faut adjomdre
une entropie de couplage par groupe AS* qui peut facilement s'obtenir en
tenant compte des variations sur les distributions d'équilibre couplées et
non couplées, n®* — n®* + An®*, L'entropie d'un ensemble de groupes
isolés est en général différente de l'entropie d'un ensemble de groupes
couplés. Les entropies de couplage correspondent a cet effet de synergie
mais seront des termes petits parce que nous avons supposé que les termes
inter-groupes restaient petits par rapport aux termes intra-groupe. Nous
n'expliciterons pas le calcul de ces entropies de couplage. On obtient alors

* .
pour les distributions d'‘équilibre par groupe @™, n2*,. .., n%, .., nAY):
*
LTI i ol (46)
dEy,
avec T

¥ Kdogley))
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Zy est 1a fonction de partition et Ty est la température pour le systéme
entier, c'est-2-dire lorsque l'on attend que tous les groupes couplés
s'équilibrent 2 la méme température Ty qui caractérise 1'équilibre global.
Au cours d'une transformation réversible, la variation d'entropie totale du
systéme est :

ASy=AS +3 AS*=0. 47
a

Ceci peut étre obtenu de diverses manidres, en particulier avec :

AS =-3 AS®<0. (“48)
a

Ce qui correspond 2 une baisse d'entropie au niveau macroscopique et
a une augmentation d'entropie équivalente au niveau microscopique. Nous
pouvons parler d'échange vertical d'entropie entre les niveaux. Le niveau
microscopique exporte de la négentropie vers le niveau macroscopique.
Ceci signifie que la structuration au niveau collectif s'accompagne par
exemple d’'un dégagement de chaleur au niveau macroscopique. Les
systémes vivants présentent justement une température stable supérieure au
milieu extérieur qui peut s'interpréter comme de I'entropie provenant des
niveaux supérieurs et qui est ensuite exportée vers l'extérieur. Dans les
systémes 2 plusieurs niveaux, les échanges d'entropie ne se font pas
seulement entre le systtme X et l'extérieur mais également dans le systéme
entre les différents niveaux hiérarchiques. Enfin, il est clair que pour un
systéme composé de trois niveaux, I'entropie totale Sy se décomposerait en
une somme de trois entropies, chacune étant relative A un des trois niveaux
d'organisation du systéme Y.

4. Application en écologie

Dans ce paragraphe, nous présentons un exemple écologique et nous
donnons les références ©. 8. 111, Soit une espéce animale dont les individus
peuvent avoir différents dges o, correspondant aux groupes et pouvant
s€lectionner diverses activités i au cours de la journée, correspondant aux
états. Les activités peuvent étre la recherche de nourriture dg différents
types, le camouflage, la chasse, etc. Ainsi, la variable d'état n. (t) repré-
sente le nombre d'animaux faisant I'activité i et ayant I'dge o 2 l'instant t.
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Choisissons les équations dynamiques suivantes :
B
a=1, nr=2agsn:*(d§+N2bDni+22mE nE, 49)
s B k

I e (e R efS i
s k
o o ..

Les matrices A =[ars] décrivent les changements d'activités des
animaux ayant 1'dge o. a?s est le taux de transition de l'activité s vers
l'activité r pour les animaux ayant 1'dge o. Tous les autres termes
concernent les changements de classe d'dge. d? et b? sont respectivement
les taux de mortalité et de vieillissement pour les animaux faisant l'activité
r et ayant 'age o Ces taux dépendent de T'activité car certaines activités
sont plus dangereuses que d'autres. mg est le taux de reproduction prove-

nant des animaux ayant I'dge B.

Les animaux changent tres fréquemment d'activités en comparaison
des changements de classes d'Age, par exemple pour des classes de 6 mois.
11 s'agit donc bien d'un systéme hiérarchisé. Nous avons :

Pour tout (,B,1,8,K) ,

2 [5>d* b etmb.  (50)
TS T r k
o
Ici, les fréquences d'équilibre intra-groupe v sont les pourcentages

moyens d'animaux faisant 'activité r et ayant I'dge o.

a
n

[0 o_ o 51
vo=— avec n=yn, 1)
o r
n
ot n® représente le nombre d'animaux d'dge o. Les méthodes présentées
dans les paragraphes précédents conduisent aux équations de la dynamique

de la population :
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1
a=1, #=-(a%bDn's T mPnP, (52)
B

e - -
azxl, n =-<da+ba)nu+ba lna 1.

Les taux de mortalité, de vieillissement et de reproduction d®, b® et mB
dépendent des fréquences d'activité v, etsont donnés par :

o o © o o+1 a ¢
d%=yd v, b*=N"""3 b v, G3)
T T

B
mB=N12mEvk.
k

Ainsi, les paraméetres du niveau de la population sont connus 2 partir
des séquences d'activité des animaux. Si l'on connait par exemple les
variations avec le climat (ou avec un changement de l'environnement) des
activités des animaux, on peut calculer les nouveaux taux globaux de
mortalité, de vieillissement et de reproduction. Ceci peut conduire 2 une
extinction ou bien a un développement important de 1'espéce.

Discussion et conclusion

Ce modele général de systéme hiérarchisé peut étre appliqué 2 I'étude
de divers problémes dans des domaines différents.

Une premiére application consiste a coupler les niveaux moléculaire
et cellulaire. Dans ce cas, nous avons les correspondances suivantes :

éléments — molécules

états — diverses especes moléculaires i

groupes — populations dans diverses phases du cycle o

systéme ¥, — population cellulaire entiere

dynamique intra-groupes — cinétique biochimique intra-cellulaire :

o
variables 1

dynamique inter-groupes — cinétique cellulaire : variables n®
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Nous indiquons les références suivantes sur ce sujet (.13 On peut par
exemple obtenir les parametres du niveau cellulaire comme les taux de
vieillissement des cellules en phase G 2 partir des paramétres du niveau
biochimique comme les taux des réactions chimiques et les concentrations
des diverses molécules, initiateur de réplication, inhibiteur ou facteur de
croissance, 131,

Une deuxiéme application consiste 2 coupler les niveaux de
l'individu, de la population et de I'écosystéme en écologie. Nous avons
alors les correspondances suivantes :

éléments — animaux

états — diverses activités des animaux r

groupes — classes d'dge o

groupes de groupes — diverses especes animales a

systeme ¥, — écosysteéme

dynamique intra-groupes — cinétique des activités des animaux :

variables n? ?

dynamique intra-groupes de groupes — cinétique des populations :

variables n®2

dynamique inter-groupes de groupes — cinétique de 1'écosysteme :

variables n2

On peut ainsi relier les parametres du niveau de la population tels que
les taux de vieillissement ou de mort des différentes classes d'age aux
paramétres du niveau de lindividu tels que les fréquences d'activ-ités (voir
le paragraphe 4.) ou bien encore relier les parametres du niveau de
J'écosysteme tels que les coefficients de proie-prédation aux parametres du
niveau de la population tels que les proportions d'animaux dans les
diverses classes d'age. Nous indiquons sur ce sujet les références suivantes
[4,6,8,11]

Une troisiéme application consiste a coupler les niveaux sectoriel,
régional, national et international en économie. Nous avons la
correspondance suivante :

éléments — biens

états — secteurs r

groupes — régions a.

groupes de groupes — nations a

systéme ¥, — systéme mondial
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dynamique intra-groupes — échanges intersectoriels dans une région :
variables n;x :

dynamique inter-groupes — échanges inter-régionaux :
variables n%2

dynamique inter-groupes de groupes — échanges internationaux :
variables n2
Ces modeles permettent de connecter les taux des flux intersectoriels
d'un niveau supérieur aux taux des flux d'un niveau inférieur. Nous
indiquons sur ce sujet les références [7.8.9, 12),

Alors qu'en physique, le nombre de niveaux se réduit essentiellement
a deux, le niveau moléculaire et le niveau du gaz, du solide ou du liquide, il
nous semble qu'en biologie, en médecine ou en économie il existe un plus
grand nombre de niveaux. Ces disciplines nous semblent pour cette raison
plus concernées par des modeles de systémes hiérarchisés. Par ailleurs, on
rencontre dans ces dernie¢res disciplines de nombreux modgles
compartimentaux avec des équations différenticlles du type des équations
(2), ce qui justifie le choix des équations utilisées dans ce travail.
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